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Notations

Notation matricielle :

[] matrice

() vecteur colonne

<> vecteur ligne

Notation indicielle :

a...h concerne les coordonnées dans le repere cartésien (variant de 1 a 3)
i...q concerne les coordonnées curvilignes (variant de 1 a 3)

a...w concerne les coordonnées curvilignes (variant de 1 a 2)

Algebre

a,....z; A ..., 7 scalaire (€ IR)
a,...,Z vecteurs (€ IR")
A ... Z tenseurs (€ IR")

0% = 0i5 = 0 symbole de Kronecker

Id tenseur identité

€ijk composantes du tenseur permutation

€ijk composantes du tenseur permutation absolu
— -1 —

| o || norme euclidienne du vecteur a

la| = det [a] déterminant du tenseur a

~ e ~ .

— . . —

a . b produit scalaire des vecteurs a et b

— . . — -

a N b produit vectoriel des vecteurs a et b

a : b produit contracté des tenseurs a et b

a ® b produit tensoriel des tenseurs a et b

o paramétrage curviligne

=

ijk symbole de Christoffel de premiere espece
symbole de Christoffel de seconde espece

=
-.

<
>






Chapitre 1

Rappels sur les espaces vectoriels
en géométrie différentielle

1.1 Espace vectoriel sur IR [5]

Définition : Un ensemble de vecteurs e est un espace vectoriel sur IR si les

/12 , e e c s .
éléments de e composés des vecteurs x', vy, 27,... ont les propriétés suivantes :
1. Opérations d’addition (loi de composition interne)

(a) Commutativité : 7+ % =9 + 7

(b) Associativité : @ 4+ (¥ + 2) = (T + ¥)+ 7
H
(c¢) Elément neutre : 3 un vecteur nul o | 7+0 =7
(d) Elément symétrique : 3 pour chaque vecteur, un vecteur opposé noté

~Ztelque: T +(-7) = o
2. Opérations de multiplication par un scalaire (loi de composition ex-

terne)

(a) Pour tout 7 € eona:1.7 =7

(b) Associativité : pour tout @ € e et pour tous réels a et 3, on a :
a. (3.7) = (a.B). 7

(c) Distributivité des scalaires par rapport a I’addition : pour tout T € e
et pour tous réels a et B, ona: (a+3).7 =a. 7 + 4.7

(d) Distributivité des vecteurs par rapport & I’addition : pour tout 7 € e
et pour tous réels o et (3, on a :

o (T +7Y)=a7 +tay

Un espace vectoriel possede les propriétés suivantes :

1. Pourtout?, 7, ?dee:?+7:?+7<:>7:7

|
!
!

2. Pour tout @, ¥ de e, il existe un unique vecteur 2 tel que 7 = ¥ + 2

3. Pour tout © € e et pour tout réel o on a :

— —
aT=0<«<=a=0o0uzx=0
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1.2 Sous Espace Vectoriel

Définition : On nomme sous espace vectoriel d'un espace vectoriel e, toute
partie €’ non vide de e stable pour les opérations d’addition et de multiplication
définies sur e.

V@, Y € e etpour tout réel o etf :

(a7 + B7Y) appartient & e’

On montre alors que e’ est un espace vectoriel muni des opérations d’addition et
de multiplication.

1.3 Base d’un espace vectoriel

1.3.1 Combinaison linéaire de vecteurs

Soit e un espace vectoriel sur IR et soit (€7, esz,..., €,) un sous ensemble fini
. . . s . — — —
de vecteurs de e. On appelle combinaison linéaire des vecteurs e, e5,..., e,

—)
tout vecteur v tel que :
n
vV =aqre +agey + -+ apey = Q; €4
i=1
— . ’1 72
Rq : v est toujours un élément de e.

1.3.2 Espace vectoriel engendré et famille génératrice

L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de toute partie finie

— = — ) . .

(e1, €s,..., €,) d'un espace vectoriel e est un sous espace vectoriel de e, ap-
’ . P — = —

pelé sous espace vectoriel engendré par : e;, es,..., €,

Une partie G ou famille de vecteur d’un espace vectoriel e est dite généra-
trice de e si tout vecteur de e est une combinaison linéaire de G.

1.3.3 Partie libre, partie liée d’un espace vectoriel

Une partie d’un espace vectoriel e sur IR, est dite libre si pour tout nombre

. 212 — — — .
fini d’éléments (e7, es,..., €,) de cette partie on a :
n
- —
E ae =0 —ma=w=--=a,=0
=1

La partie liée dans le cas contraire.
Propriété : si une partie L est une partie liée d'un espace vectoriel, alors 'un
au moins des vecteurs de L est une combinaison linéaire d’autres vecteurs de L.



1.3.4 Base d’un espace vectoriel

On nomme base d’un espace vectoriel toute partie génératrice et libre de
cet espace vectoriel.

— Propriété caractéristique d’une base : pour qu’une partie B d’un espace

vectoriel e soit une base de e, il faut et il suffit que tout vecteur de e s’exprime

de fagon unique, par une combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs

de e.
— Coordonnées d’un vecteur dans une base donnée soit B =
— = — . :
(e1, €3,..., €,) une base finie d'un espace vectoriel e sur IR. Tout vec-
) : : : -— - —
teur de e s’exprime de facon unique en fonction des vecteurs e, es,..., €,,
autrement dit il existe des réels xq, zo,..., ,x, tels que :
— — — —
VUV =xT1€] + 2Ty + -+ The,
, 7 —
le n-uplet (z1, x2,..., x,) est appelé coordonnée du vecteur v dans la base
—> —>
(617 €2, ) en)

1.4 Dimension d’un espace vectoriel fini

Si un espace vectoriel e admet une base de n éléments, toute les autres bases
de e ont également n éléments, ce nombre d’élément est appelé dimension de
I’espace vectoriel e que 'on note dim e.

1.5 Espace vectoriel euclidien

Définition : L’espace vectoriel euclidien, noté E est un espace vectoriel pos-
sédant une opération particuliere, le produit scalaire qui s’écrit :

VZ, etz € E,ona: Tety — 7.y € R

Il possede les propriétés suivantes :

1. Commutativité : 7 . ¥ =7 .
Y

2. Associativité : a (7 ) = (« Y

3. Distributivité : @ . (¥ +2)=7 . ¥ +7 . %

4. 897 .7 =0:VT 40 = 7=0

5. Norme associée au produit scalaire : || Z]| = /(7 . Z)

Rq : On dit que lespace vectoriel euclidien est proprement euclidien si : || 7' || > 0.

1.6 Espace affine euclidien

Définition : L’espace affine est un espace ponctuel & muni d’une origine O,
associé avec un espace vectoriel euclidien E tel que :
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1.VAet B € £, ilexiste @ € FE tel que :
AB=Ta
2.V @ € E, il existe un point A unique appartenant a ¢ tel que :
OA=7
3. la distance entre 2 points A et B est égale a :
—
AB = ||AB||

. —_— . . .« 1. . .
Soit ('e¢;) avec i = 1,...,n une base d'un espace vectoriel euclidien, de dimension
. _ \ .« 7.
n. On dit que (O, €;) forme un repere de l'espace affine euclidien.



Chapitre 2

Introduction a la notion de
tenseurs

2.1 Extension de la notion de vecteurs et sca-
laires

Les vecteurs et scalaires permettent de représenter un grand nombre de gran-
deurs physique :

— énergie, puissance : scalaire,

— force, vitesse : vecteur.

D’ou l'intérét de développer et de codifier les différentes opérations que 1'on
peut effectuer sur les vecteurs et les scalaires (cf. chapitre 1 sur les espaces
vectoriels).

En fait, la notion de vecteurs peut étre considérée comme une extension de la
notion de scalaires. En effet, un vecteur exprimé dans une base est représenté par
un tableau unidimensionnel de scalaires, c¢’est-a-dire ses coordonnées :

3
vV — Zvia} (2.1)
i=1

Dans certaines branches de la physique (ex : la mécanique), on a besoin pour
représenter certaines grandeurs, de tableaux multidimensionnels.
Exemple : matrice des contraintes :

i1=1,...,3
[U”} avec et
J=1....3

Ces tableaux sont les composantes d'un vecteur exprimé dans un repere
particulier : les tenseurs sont donc une extension ou une généralisation
de la notion de vecteurs [3], [2], [1], [!].

11
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Cette notion de tenseurs est fondamentale en Mécanique, en Physique, etc.
Elle est assez complexe mais elle permet de représenter les grandeurs physiques,
les interpréter et faire les calculs dans n’importe quelle base. Elle devient
extremement simple et pratique dans le cas d’un espace vectoriel euclidien.

Dans ce cours, nous allons définir, dans un premier temps, de maniere abstraite
les espaces de tenseurs ainsi que les regles qui les régissent. Dans un deuxieme
temps, nous définirons des tenseurs particuliers au domaine de la géométrie
différentielle (ex : tenseur métrique, tenseur des courbures). Grace a l'opération
de changement de base, nous donnerons ensuite une définition mathématique de
la notion de tenseur.

Convention d’Einstein : Dans la suite du cours, nous utiliserons la notation
d’Finstein pour les indices muets : chaque fois qu’un indice (inférieur ou supé-
rieur) est Tépété, la somme est effectuée sur tous les termes en faisant varier les
indices de 1 a N (voir également relation (2.1)) :

N
Ex E ' =art+agr® +azx®+ -+ ayz =a; 2
i=1

2.2 Somme de deux sous espace vectoriels

Soient e et f, deux sous espace vectoriels de dimension n et p d'un es-
ﬁ

pace vectoriel euclidien affine E, de bases respectives (&;) et ( fj>. La méthode

classique pour créer un espace plus grand est d’ajouter ces deux espaces vectoriels.

S’ils sont disjoints, ¢’est-a-dire : e[) f = 0, on obtient un espace de dimension
é
n+ p généré par la base (Ef, fj). La somme des sous espaces vectoriels e + f est
un sous espace vectoriel de FE.

2.3 Produit tensoriel

Un espace des tenseurs (il peut en exister d’autres) est obtenu a partir du
produit tensoriel d’espaces vectoriels.

Le produit tensoriel des deux sous espaces vectoriel e et f, noté e ® f, permet
d’obtenir un espace de dimension n.p qui est également un espace vectoriel. Le
produit tensoriel des vecteurs de base & ® f; conduit a des vecteurs particuliers
que 'on appelle tenseurs d’ordre 2. Un élément de e ® f s’écrit :

T = Tie @ 7; (2.2)

~
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ou T% sont appelées les composantes du tenseur 7 exprimées dans la

—

—_ . . N . N . .
base e; ® f;. Ces composantes sont identiques a une matrice a 2 dimensions de
taille np.

On peut également définir le produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels.
Par exemple, a l'ordre 3, on a : e ® e ® e. Un élément de cet espace s’écrit :
W =Wite; @ ¢ © ex

NB : D’une maniere pratique, dans la suite du cours, si il n’y a aucune
indication supplémentaire, e sera de dimension 3, c’est-a-dire que 'espace e de
102 s ’ — .
référence est ’espace de base composé des vecteurs de base e; aveci =1,...,3.
Les tenseurs d’ordre 2 seront rapportés a : e ® e, d’ordre 3 a : e ® e ® e, etc.

Propriétés de 'opération produit tensoriel & :
VT, x1, T3 € eet ¥, yi, y» € fanda e R

1. Distributivité par rapport a I’addition vectorielle :

T+ m=Tn+7T Ry

T4+ Y =HOY+5:07
2. Associativité 1 o (7 @ ¥) = (02)Q Y = 7 @ (oY)
En général, il n’y a pas commutativité : 7 @ ¥ # ¥ ® T

Remarque : On peut également représenter les tenseurs sous forme de
vecteurs uni-colonne puisqu’un espace de tenseurs est un espace vectoriel, c’est
ce qu’on appelle l'opération de contraction d’indices (voir également §5).

On considere ’espace vectoriel de dimension 4, obtenu par le produit tensoriel
de e ® e. On note :

Et on a alors :

— o =

T =T gi®e + T2 e + T2 e1®e + T e
= o U, + o U, + o U  + o U

Soit :T= TV Eoe=a" U
oit L= e ®e = « k
i et j=1...2 k=1..4

Le fait d’utiliser des indices doubles, triples, etc permet en fait une plus simple
manipulation.
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Chapitre 3

Base duale

3.1 Produit scalaire dans une base ¢;

. . 7. IR —
Soit un espace vectoriel affine euclidien FE rapporté a une base e;. Les coordon-
, i i — — — ) N .
nées x' et y’/ des vecteurs x et y dans la base e; se notent d’apres la convention

d’Einstein :

— i— — =
r=xe ety =ye;

On définit classiquement I'opération du produit scalaire des vecteurs 7’ et ¥

par :

— = i = =
Ty =2y e . €

Dans le cas d’'une base orthonormeée, il apparait :

€ . €5

[ 1sii=j
1 0sii#j

3.2 Utilisation du symbole de Kronecker

On définit alors un symbole, appelé symbole de Kronecker qui donne :

=0l =Y =
oy =0 =0 {oSiz;Aj

1sii=j

Si e; est une base orthonormée, la relation (3.1) devient :

- =
X

)

%

=a'y' 0y = 'y

15

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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3.3 Base duale

De maniére a obtenir une formule analogue a 1’équation (3.2), mais pour tout

. N . — ’ .
espace vectoriel (c’est-a-dire pour une base quelconque ¢; ), on définit une base
—

. — s ;
duale a ¢;, notée €', telle que :

o (3.5)

—
Démonstration : On considere le repere de référence fixe I;. Chaque vecteur
H
— ‘ .
de base ¢e; se décompose dans [ par le changement de base suivant :

H
e =8I,

ﬁ
ot 3% est la matrice de changement de base : I, — ¢ c’est-a-dire que 3F est

—

RN — N .

la k£ i-eme composante du vecteur e; sur la base I;,. De méme, on suppose qu’il
existe une base telle que :

L’équation (3.5) devient :

é
T =i — k?j?_kjé_kj_(si
€i~€—j—ﬁi kO l—ﬁioﬁ kl_ﬁiak_j

Ce que 'on peut écrire sous forme matricielle : [ﬁﬂ . [aﬂ = [1d]
e; étant une base, la matrice [8¥] a un déterminant non nul (sinon vecteur liés)
et on peut donc l'inverser :

{ﬁﬂ = [ai]_l (matrice inverse)

—

4 ; —

Donc €’ forme donc une base appelée base duale de e; .
—

Interprétation géométrique : Un vecteur dual e’ est orthogonal & tous les
vecteurs de la base naturelle d’indice différent et est tel que son produit scalaire
avec celui de méme indice est égal a 1.

Exemple : Soit un espace vectoriel & 2 dimensions ol la base ¢; est une base

non-orthogonale (voir figure (3.1)).
_)

D’apres la relation (3.5), ona:e'.e =62 =0 = elle; — dotula
H
direction de el -
De méme : e! . & =6 =1=rcosd |le!] ||e/]]

s 4 = 1
Comme cos § # 0 sinon €; colindaire & e*, on a: ||e'|| = ——— — sens et
||e1]| cos 6

ﬁ

norme de e! _
— idem pour la construction de e?.
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Fi1G. 3.1 — Base naturelle et duale

3.4 Définition générale du produit scalaire

—
En exprimant les vecteurs 7 et 3 dans la base duale €, il vient :

— ., — S S (3.6)
Vaety, Juety, € R | o =ux€¢ et y =y,e

Pour tout type de base, il est alors possible de définir le produit scalaire

sous la forme :
ﬁ

—
- S = R S S < S
z'e; . yjel =x'y;e . =a"y;0;=1a"y;

Ly = ou
—

— = e
ye =xyl el ey =x90 0] =y

3.5 Composantes contravariantes et covariantes

D’apres la relation (3.6), il existe deux composantes possibles z et z; pour
. —
exprimer un vecteur x :

(3.7)

- 157 1
r =T e =xT;¢€

N N —
ou par rapport a la base e; :
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Z‘ . —_—

— 2 sont les composantes contravariantes de
. —
— x; sont les composantes covariantes de z



Chapitre 4

Changement de base

4.1 Changement de base pour les composantes
d’un vecteur

Soit un espace vectoriel euclidien E, rapporté a une base e; et la base duale

associée €. On consideére une nouvelle base de E, notée E telle que :

= 5le; (4.1)

; —
ol (3 est la matrice de changement de base : e — E;.
Pour la base duale, on aura une relation du type :

E; = oz;. g (4.2)
Par définition, on aura :
B ak = o (4.3)

ce qui peut s’écrire sous forme matricielle :

(81 = [o3]™

Remarque : Sous forme matricielle, on notera :
— andice supérieur pour l’indice de colonne,
— indice inférieur pour l'indice de ligne.

19
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4.1.1 Etude du comportement des composantes contrava-
riantes dans un changement de base

— , .
V o € e, on peut écrire :

—

P — —
¥ =ua’ e ==

ou

— T | i = — i ok 55 gk
r=X"E,=X'"8le, = . =X'0Fe . =X"plo= X0

)

Donc : 2% = gF X'

Ou aussi : X' = qy, "
<~ ~
nouvelle composante ancienne composante
ﬁ
H
Alors que : E; = 3F ek
~— ~—
nouveau vecteur ancien vecteur

Les composantes 2" se transforment de maniére ”contraire” au com-

. o . e
portement des vecteurs de la base initiale ¢; lors d’un changement de
base :
— composantes contravariantes.

4.1.2 Etude du comportement des composantes cova-
riantes dans un changement de base

Dans la base duale, on a également :

— —
— : - = T — k
— ol — . o) — Sk —
r=ux;e = T .e =ux; ¢ e —x](Sj— Tk
— . — . — . .
r=X;E'=X;0;¢ = 1T .e =X;a;¢ e :Xia;éj: X; a,

Donc : z; = o} X;

Ou également : X; = 3F T
~—
nouvelle composante ancienne composante
ﬁ
Alors que : E; = 3F e
~— ~—
nouveau vecteur ancien vecteur

Les composantes x; se transforment de maniere ”identique” au com-
portement des vecteurs de la base initiale €; lors d’un changement de
base :

— composantes covariantes.
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4.2 Changement de base pour les composantes
d’un tenseur

On consideére un tenseur d’ordre 2 : T = T%e; ® e_;
En utilisant la base duale, il est possible de définir quatre types de composantes :

- =

T:TZ'je,-®eJ:7}'7ej®eZ:T”ei®ej :T’ij€7'®€] (44)

— . — —
D’ol quatre types de changement de base, avec : Ej = 3, e et BF =af ¢
— 1¢" cas :
. = = , .
T=Tie¢®e, =T"E, @B =T"g.5e @€

La décomposition étant unique, on a donc :

Tii — T’k i ﬁlj — composantes 2 fois contravariantes (4.5)

l

. / ;s
ou l'inverse : T = T of a;

— 28™Me cas
PR Tk o Tl koL o od
T=Tje @e =Ty E"QE =Ty af aje' @ e
D’ou :
/ E 1l — ] ] .
Ty =Ty of o composantes 2 fois covariantes (4.6)
5 . /A i
ogllnverse.Tkl_Tij B B
— 3°™€ cas :
AP Uk o T T Y I
T'=T7¢@e =T, L"QE=T,"a; fje Qe¢;
D’ou :

T =T Lok ﬁlj — composantes mixtes 1 fois covar. et 1 fois contravar(4.7)
7. LT

— 4€™€ cas :

TP =T% Bigl | — composantes mixtes 1 fois contravar. et 1 fois covar(4.8)
- : j

Ces cas se généralisent pour un tenseur d’ordre n :

. i1 99... ir - . - Lr41 . in

v Zj - T . tpgl Lpg2... in 67/1 ® ® elr ® € ® ® €
N - >

comp. mixtes v fois contravar. et (n—r) fois covar.
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Par changement de base, on obtient :

T i = @?1 .. By al o af ke ke (4.9)

Z'7“-‘,-1 7;'r+1 kr+1~~- kn

Cette formule est un critere de tensorialité, c’est-a-dire que tout
élément ayant des composantes qui satisfait a cette relation lors d’un
changement de base est un tenseur.

Cette définition est la véritable définition d’un tenseur. Pour vérifier qu'un
tenseur est bien un tenseur, il faudra que ses composantes vérifient 1’équation

(4.9).



Chapitre 5

Opérations sur les tenseurs

5.1 Introduction

On peut définir des opérations entre les tenseurs qui donnent comme résultat
un tenseur. D’une maniére pratique, on retrouve en physique une signification a
ces opérations.

Remarque : Dans toutes les démonstrations, on utilise des tenseurs d’ordre 2
par simplicité et on fait un choix arbitraire de composantes contravariantes.
5.2 Addition et multiplication par un scalaire

Soit T et V', 2 tenseurs et a € IR, on obtient :
o (T+V)=a (T"+V) & 05

5.3 Produit tensoriel
Il a déja été étudié dans le paragraphe §2.3 mais on montre que :
TeV=W = TW'egeegegee
= WikHg e g e

ou T et V appartiennent a l’espace des tenseurs d’ordre 2 et W appartient a

I’espace des tenseurs d’ordre 4.

5.4 Contraction

1°" exemple Soit un tenseur d’ordre 4 A" dans un espace vectoriel de di-
mension 3. La contraction par rapport au 1" indice et dernier indice consiste a

23
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définir un nouveau tenseur en prenant [ = s, soit : A", Cette opération conduit
a supprimer 2 indices et donnent un tenseur d’ordre 2, B tel que :

B™, = Almrl = A.l.m;l + A.Q.m;z + A.g.m;:') (5.1)

Démonstration : Pour vérifier que la grandeur B™; est un tenseur, il faut vé-
rifier le test du changement de base, soit :

B, = B 8" o] = A7 87" o]
D’aprés la relation (5.1) et (4.9), on a :

C Alme gk i gl S
B.mr - A..mrl_A,..jfﬁzmaf" Bkal
S5k
f
1ki- i sk
A..jfﬁgnod“df

;. . m. __ Arki- m .j
Et on vérifie bien que B™, = A", 5" o

o . N —_— - .
2¢™m¢ exemple Soit un tenseur du 2°7¢ ordre : S = S"e,, ® e". La contraction

par rapport a l'indice m et r donne :
Sm = St 4 87+ S2 = scalaire appelé trace du tenseur

= trace <S> (5.2)

~

Puisque trace <S> est un scalaire, il ne dépend pas du systeme d’axe choisi : on

~

dit que cette grandeur est un invariant.

5.5 Produit Contracté

Le produit contracté est un produit de tenseur dans lequel on contracte égale-
ment les indices.
1°" exemple : cas des vecteurs (produit scalaire) 7 .7 = z'y; —
produit 1 fois contracté de vecteurs.

2¢™me exemple : cas des tenseurs d’ordre 2

1. On admet que le produit 1 fois contracté de tenseurs du 2¢¢ ordre donne :
S.T =W tel que :

Wi = gil le — gil le + 52 TQJ 4+ g3 Tg — Szi Tl
ou

W= SIT) = 8T
ou

Wi; = Sz'zT}:SfTZj

Par contre, on a: S . T # T . S que 'on peut "présentir” par le fait que la

multiplication entre matrices n’est pas commutative.
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2. On admet que le produit 2 fois contracté de tenseurs du 2°™¢ ordre corres-
pond a un produit scalaire. On a 2 définitions possibles, suivant la notation
utilisée :

T" S;; = scalaire

(1) : T

! 1

T S;; = scalaire

En général : T S;; # TV Sy;
Remarque : Grace au produit contracté, on peut définir un tenseur d’ordre

2 comme un opérateur linéaire sur les vecteurs. Par exemple, on peut définir un
tenseur T tel que :

V7 € BE,3T |: 7 —- % =T.7
yz :T”ZC]'

. . , —
Ce produit 1 fois contracté permet de passer d’un vecteur x a un autre vecteur
—
v .

5.6 Tenseur symétrique et anti-symétrique

a. Tenseur symétrique du 2™¢ ordre

Ti = TVl
ou
T est symétrique <= T = T =T/
ou
Ty = Ty

b. Tenseur anti-symétrique du 2°™¢ ordre

Tij — _Tji
ou

T est anti — symétrique <= T, = =T
ou

Ty = -1y

c. Cas d’un tenseur d’ordre > 2 Un tenseur peut étre symétrique ou anti-
symétrique par rapport a une paire d’indice :

T9% = Tk (symétrie par au 1 indice et 3°™ indice)
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Chapitre 6

Tenseur métrique ou tenseur
fondamental

6.1 Définitions

Soit un espace vectoriel euclidien affine E, rapporté au repere cartésien absolu
_>

I; et une base quelconque ¢;. D’aprés la relation (3.7), V 7 € E, on peut

exprimer ce vecteur dans la base naturelle ou duale par :

—
¥ =ux"e ou r =ux;¢ (6.1)

D’ou, le calcul des composantes d'un vecteur :
ﬁ
—

. SN .
T . e =ux;e . ei:xj(i;-:x,-

Grace a la relation (6.1), on peut également remarquer que :

— = ji= =
Ty= T . € =T €5 . €

Ce qui permet d’introduire une nouvelle grandeur telle que :

Gij = 9ji = € - € =€ . € (6.2)

introduisant une relation entre les composantes covariantes et contravariantes :

De la méme maniere, on a :
, -\ - =
= <:Ej ej> e =xzje . e =a;g”
= x]e_;.eZ:xJ(S;-:x]g?:x]gf

27
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Les grandeurs g;; apparaissent comme les composantes d'une opération linéaire
qui & un vecteur fait correspondre le méme vecteur. C’est un tenseur (voir démo
en exo) appelé tenseur fondamental ou tenseur métrique ou tenseur unité
tel que :

¢ .d=gig . T =8e.0=1d (6.4)

Remarque : Cette notion de tenseur métrique est essentielle. Ce tenseur a
un role particulier, il permettra d’introduire la notion de déformation en grandes
transformations dans le cours de Mécanique des Milieux Continus.

6.2 Propriétés

— = — = — —
— g5 = e - e = |l [lef]] cos (e, ef)
— gii représente le carré de la longueur de e : gy = € .6 =
Fez |l lledll cos (e, &)
=1
— On note le déterminant de g;; : det [¢;;] = g
911 912 4§13
g =det[gij] =| gij |=det | ga1 g2 g23 (6.5)
931 932 Y33

Remarque : Les composantes du tenseur métrique permettront également le pas-
sage entre les différentes variances des composantes d’un tenseur. Par exemple :

TV =T, g" (6.6)



Chapitre 7

Coordonnées curvilignes

7.1 Reperes rectilignes et curvilignes

La position d’un point M peut étre repéré dans un systeme de référence fixe
ﬁ
orthonormé, appelé repére cartésien (ou repere rectiligne) I,. On a alors :

OM = M=Xx*(M)T, = X1, (7.1)
Mais les coordonnées X peuvent étre fonctions de parametres 6 aveci = 1,.. ., 3.

On a ainsi : " € IR = M (6"
Dans le cas général, les termes X sont des fonctions qui dépendent de €. On a
alors :

OM = M=X(6") T, (7.2)

Les #° forment un systéme de coordonnées appelées coordonnées curvilignes.
2 7 . N o1 — . s

Ces coordonnées définissent un repere curviligne g; qui évolue dans le temps et

dépend du point M choisi :

. 90M _oxXe () — .- (7.3)
9 = g = ap = Aila

Remarque : On suppose que les fonctions X (0°) sont n fois différentiables par
rapport a 6°.

Les vecteurs g¢; sont tangents & la courbe décrite par M lorsque seul le para-
metre 6" varie (voir figure(7.1)).
La base g; (base naturelle) est appelée également base curviligne relati-
, —
vement au paramétrage 6°. On définira de la méme facon, la base duale g* de la
base curviligne g; par :

9 .9 =90 (7.4)
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1

Fi1G. 7.1 — Définition des vecteurs de base g;

On a une relation entre X° et 6" définit par la transformation des coordonnées
X* — 0 et caractérisé par la matrice jacobienne :

oX } (7.5)

7= {aei

Dans le cas ou le déterminant de la matrice jacobienne de la transformation :
fi + X* — 6" est différent de 0, la transformation est réversible.

Il existe alors la fonction : p; : 6 — X9, et donc f; et p; sont des bijections.

7.2 Changement de base

Soit 2 paramétrages curvilignes 6 et @ et les bases curvilignes associées g—;

i 5 : i : — s 1 ,-
et ¢';. Supposons que I'on peut exprimer ¢'; en fonction de g, c’est-a-dire qu’il
existe la matrice de changement de base /3! telle que :

J =57 (7.6)

Cherchons a expliciter les termes ﬁf .
—)
oM  oXF— —  9XF—

i 7 =
On sait que : g; = 207~ o0 I et ¢; Y I,
Donc avec la relation (7.6) :
oxXF —  OXF—
o7 =0 ggr T
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) CREN) GV
Or, on peut écrire : = et il vient :

00" 007 " 90"

o0 (7.7)
‘.7 = -
b= g

ce qui correspond a la matrice jacobienne de la transformation ¢/ — 6.

Soit un tenseur 7" du 2" ordre définit en un point M. Les composantes de ce

- =
tenseur dans les bases g; ® g—; et g; ® g; s’écrivent :
T=T"gq ®g =T"¢ g

On sait que : 7% = 7™ B ﬂl] D’apres (7.7), on a donc :

i 00" 007 (7.8)
90" 90"
ce qui correspond a une nouvelle définition du critére de tensorialité que nous

avons déja vu au paragraphe §4.2.
La relation inverse s’écrit :

T9 =T

00" 90" (7.9)
00t 007
Les regles de transformation des composantes d'un tenseur, n fois contravariant,
p fois covariant sont données par :

T/kl — sz

i o0 90" 96 oew . (7.10)
Ty = — . T AR
Jidp 0 HPi ofin " Hgrit 90"7r J1edp
Remarque : Dans le cas ou les grandeurs TV sont définis ¥ M et que la

formule (7.8) est vérifiée ¥V M, on parle de champ de tenseurs. Dans la pratique,
c’est le cas le plus utilisé et on oublie souvent le terme “champ”, on parle alors
simplement de tenseur lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

Exemple d’application : Soit un tenseur T' exprimé dans la base naturelle

— . —
gi , on veut ces composantes dans le repere absolu Iy, :
T=Tigeg=T"oT

- méthode 1 : on utilise la formule de changement de base (7.8) ou 0" sont
les anciennes coordonnées et X7 sont les nouvelles coordonnées, soit :

T = T
96i 96
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- méthode 2 :

y L (OXF X!
rgen = (Gk) e (G

o9 * 007
i-anﬁXl—> —
= 10 pr kO

_ T/kl]—_k) Q T;

7.3 Notion de tenseur absolu et relatif

Soit 2 systémes de coordonnées 6 et @ et la matrice jacobienne de passage
d’un systeme a l'autre :

(7.11)

e [aek}

0"
Le jacobien de la transformation correspond au déterminant de la matrice jaco-

bienne J soit | J |. On dit qu'un tenseur est relatif de poids M s’il se transforme
selon la formule :

v 00 00" (7.12)
90" 907

T =T ]|

Lorsque M = 0, on parlera de tenseur absolu. Dans la pratique, les seuls tenseurs
relatifs utilisés seront de poids 1 ou —1.

A part les opérations de changement de base, les opérations sont identiques pour
les tenseurs relatifs et absolus.

NB : Le produit d’un tenseur relatif de poids —1 et d’un de poids 1 donne un
tenseur absolu. On peut toujours obtenir un tenseur absolu a partir d’un tenseur
relatif, soit en le multipliant ou en le divisant par | J |.



Chapitre 8

Déterminant et produit vectoriel

8.1 Tenseur permutation

On définit le symbole de permutation par : e;;;, = €% tel que :
— e, = 1 pour toute permutation cyclique (ou paire) de 123 (ex : ea3 ou e312),
— e;jx = —1 pour toute permutation anticyclique (ou impaire) de 123 (ex : €93
ou €321 ou 6132)7
— e;jx = 0 lorsque 2 ou 3 indices sont égaux (ex : e;1o = 0).
Il existe 27 séquences possibles.
Le symbole de permutation est utilisé pour le calcul du déterminant.
On cherche & calculer le déterminant du 3*™¢ ordre :

1,2 3
TR
g —
| a} | = a% ag ag
az az as
Par définition, on a :
il _ N3 i J k 8.1
@ | = X3 £ aj @) d} (8.1)

ou =+ respecte la regle du tenseur de permutation.
Donc le calcul du déterminant donne :

|l | = ey ai ajaf = e al a2 a 8.2)

Exemple : Ezxpression d’un tableau de nombre anti-symétrique (d’ordre 3) :
Le tableaw @y, est anti-symétrique lorsque pour toute intervention impaire d’in-
dice, on obtient une valeur opposée, c’est-a-dire :

Amnp= —Anmp=—Anpm=— —Qpnm

Donc : apnp= —annp= 0= 0 = Appn=0pnn=0nnm
En utilisant le symbole de permutation, on a : Gpnp=0123€mnp
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8.1.1 Expression générale du déterminant

On considere 'expression :
dbad a 8.3
Cijk @, Qg Ay (8.3)
Puisque les indices k et ¢ sont muets, on peut écrire :

k

r

k

J ot i Jk _ i 7
€kji A Qg Ay = €4 Ay Og Ay = —€451 Ay A A,

Ce qui montre que la relation (8.3) correspond a un tableau anti-symétrique, et
donc :

(8.3) = (eijk al a% ag) Erst = | a§ | €5t

D’ou :

eijk aLalay = | a | eng (8.4)

L’expression (8.4) conduit a :

%

ij |—1
J

|ai | b |=]aj b, | et|gi|=9=|g

8.1.2 Passage entre 2 bases naturelles
Supposons que 1'on passe d’un systeme d’axe a un autre :
G — g et 00— 0"
J

o0

La matrice de passage est [J] = | et son déterminant est noté a.

. .00
On sait que : g = 3g; avec 3] = 99

On calcule le déterminant du tenseur métrique :

9 =195 1=l gu BB 1=l gu 11851 85 1=9 | T |17

Donc :

g =g a? (8.5)

g et ¢’ sont des scalaires qui lors d’'un changement de base varient : ce sont des
scalaires relatifs de poids 2.
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8.1.3 Passage entre le repére absolu et le paramétrage ¢

On considere le changement de paramétrage :

Xt — ¢
Dans le repere de référence absolu, de coordonnées X, on a :
— — 00X —
G =9 = gxit

Dol : g;; = g = &;; et il vient alors : | g;; |= g =1
Dans le repeére curviligne, de paramétrage 6° :

Y =T
T g

0X7
00"

avec :9/:|9’z‘j| et J = [

D’apres la relation (8.5), on a donc :

g =|J? (8.6)

8.2 Tenseur permutation absolu ¢

Dans le repere de référence absolu, on définit un nouveau symbole de permu-
tation tel que : €, = e;;, dont les composantes s’écrivent :

— — —
€ = €5k IZ®[]®[’C

Pour passer dans le repere curviligne g;, il faut effectuer un changement de base :

ik rst 0X' 0X7 9X*
et =€
a0r 00 00!
ou le changement de base inverse :
ik st 00" 067 0ok
e’ =e
0X" 0Xs 0X?
D’apres la définition des déterminants (8.4), on a :
ijk :| o6? | ijk
0Xxe
0X* oor 1
On sait que : | 507 |=+/g donc : | BT |= ﬁ
Et donc :
ciik — i elk (8-7)
V9
On montre de la méme maniere que :
€ijk = \/J Cijk (8:8)
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8.3 Produit vectoriel (cross product en anglais)

On généralise le produit vectoriel traditionnel par la notation :

H
9 Ngj = €ijr g" (89)

On a également pour les vecteurs de la base duale :

T NG ek (8.10)

Remarque : Dans le repere de référence absolu, on retrouve :

- = -3 —
LAL =g Ng =e3 g° =13

Propriétés :
1. Anti-symétrique :
— pour la base naturelle : ¢g; A g; = €1 9" = —€jir §° = —9g; N\ Gi
— "= — =
— pour la base duale : ¢ A g7 = —¢? A ¢*
2. le vecteur obtenu est normal & chaque vecteur du produit vectoriel (si le
—
produit est non nul). Soit : g¥ est L a g; et g_; sit#j,jFketi#k
3. le produit vectoriel de 2 méme vecteur est nul :
_)
i NG = €iin g’f:ﬁ
4. distributivité :
(ogi +B97) AN g = o (gi Age) + 5 (97 A Gr)

On étend le produit vectoriel a tous vecteurs a l'aide de la décomposition dans la
base naturelle.
Soient deux vecteurs : V = V"' g/ et W = W7 g/, il vient avec (8.9) :

(8.11)

VAW =VIWIig Ngj =ViWiey, g

Que 'on peut aussi écrire avec (8.8) :

— gy 4 P11 = A = i 1177 _]g
¢ =VAW=V'"Wg Ngi =V'Weyr\gyg
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Le produit vectoriel donne un vecteur identique V la base :
- — P s o virb - =
V/\W:VWJeijk\/Eg :VWGabcfczq

On sait également que :

—
—

— — — — —
IV AW = V] |W]|sind avec ez(v,w)

—  TF A TiF , , L= —
Donc ¢ = V AW représente la surface du parallélogramme de coté V et W.

8.4 Produit mixte

Définition : le produit mixte est le produit scalaire d'un vecteur avec un
produit vectoriel :

(1_/ A W) T = (VZ W7 €k gk> (T gr)
= VIWIT! e (8.12)
Les 3 vecteurs jouent un role identique dans la formule :
- = — — — =
(VAW).T=V. (WAT)

Le produit mixte de 3 vecteurs correspond au déterminant des composantes des
vecteurs :

- =\ = ) .
(V A W) T = | Vi WJ TF|(dans la base curviligne)

= | Ve W’ T¢|(dans le repere absolu)

= (volume du parrallélépipede formé par ‘_/, I/T)/, ?)

Remarque : Cas particulier des vecteurs de la base naturelle :

—

_>
a/\g_g-%}:ﬁzkgk-%}:ﬁz:agg-%:\/5

V9 est le volume du parallélépipede formé par 91, Gs et g3. Ce volume est un
scalaire relatif de poids 1.

8.5 Elément de surface et de volume

14 ss . e — — i1 oy
Un élément de surface sécrit : dA =dr" ANds =dr'ds’ e /99
D’ou les composantes :

dAg = dr' ds’ €, (8.13)
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Un élément de volume s’écrit : dV = d7 Ad5 .dt
D’ou les composantes :

dVy, = dr' ds’ dt* ey, (8.14)

Exemple :
. Cas des coordonnées curvilignes 6* :

dv. = (d0'gl) A (d6%gs) . (d6°gs)
= (g1 Ng2) - gs d6* d6* ag®
= Vgdo" do® o’

. Dans le repere absolu, on a :

AV = dX'dXx?dXx?



Chapitre 9

Dérivées et intégrales

9.1 Symboles de Christoffel

On cherche & dériver un vecteur V par rapport a un paramétrage ¢°, soit :

V= (VT =V VT 01
dans cette expression, seule @_; n’est pas connue.

On introduit alors un symbole, appelé symbole de Christoffel, qui permet
d’exprimer la dérivée des vecteurs de base par rapport a la base. On note :

—_—
. 80M = (9.2)
9 = g I

Gij = F/“j [ (9.3)

Avec (9.3), on obtient :
Tise =it Oh (symbole de Christoffel de 1% espece) (9.4)
T =g ;; (symbole de Christoffel de 2°™ espece) (9.5)

[ est appelé symbole de Christoffel. On le note également : {ijk} et { i*;} ou
encore [i, j, k] ou [ i/;]. Les T’ ne sont pas des tenseurs mais leurs composantes
possedent quelques propriétés ressemblantes.
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9.1.1 Propriétés

1. symétrie par rapport au 1°¢ indice (1é”e espéce) :

Tpgr = Copr (9.6)
2. symétrie par rapport au 1°" indice et dernier indice
(2°™e espece)
VLIS L (9.7)
3. passage 1" espéce — 2°™¢ espéce :
qur — gTstsq (9-8)
4. dérivée de la métrique :
dg 9.9
Ipg,m = (‘)TI:Z = Lpmg + Tgmp (9:9)
5. formule particuliére :
205k = Gjki + Grig — Gijk (9.10)
6. dans la base duale :
? p= T4, ; (9.11)

9.2 Dérivée covariante d’un vecteur

En reprenant la formule (9.1) de dérivation de vecteur et en y intégrant les
symboles de Christoffel, on obtient :

Vi=Vi g+ VIS g = (Vi VDY) g =V @

On définit alors V?|; la dérivée covariante des composantes contravariantes

du vecteur V par :

— .
Viy = Vi + VAT, [avee Vi = V' g0 (9.12)
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D’une maniere identique, en covariant :
—> — — — . 7
1 1 1 (2
Vi=Vijg +Vig;=Vi; 9 —Vily'yg
—
= (Vig —Vil')) ¢

On définit ensuite V;j; la dérivée covariante des composantes covariantes
ﬁ
du vecteur V par :

Vij = Viy = Vi T (9.13)

i

D’ou la différentielle absolue d’un vecteur ‘_/ :

— RN — .
dV = ‘/1|J d’ g, = Vj de’
= (V;;d0/ + VL)' d07) g

Remarque : On note également :
— la dérivée covariante des composantes par : Vi|j =v,; V*
— la composante de la différentielle absolue par :
dVi=Vi;dei =7 Vi avec dV =dVig = Vg
Les composantes V;j; sont les composantes (2 fois covariantes) d'un tenseur.

» . N B — —/ \
Démonstration :On considere le changement de base : gi — ¢; d’ou :
s OO

g, = i,gj:Wg_; On a :

ﬁ
— 0V -/
On peut également écrire :
oV 90
— — .
i = . 7 — g™ 7l-/ 1
‘/»J 00" " 97’ Vm|zg ﬁj (9 5)

On calcule alors les produits scalaires suivant :

—/ i’
(914) . E;/ — ‘/;;/lj/ gz . ECW et ‘/;/U/ 55/ - Vk‘/‘j/
(9.15). 3" = Viug" Bu G = Vg™ B Bl G = Vi Bl Bl 8,

Viji Bl B
Donc :
Vi = Vi B B

Ce qui correspond bien auz composantes d'un tenseur (vérification par un
changement de base) dont le 2°™¢ indice est covariant : d’ot le nom de dérivée
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covariante.

On montrerait de la méme fagon que V?; sont les composantes mixtes d’un
méme tenseur :

Vg = VA, (1)

On définit également les composantes 2 fois contravariantes par :

VHE= 7 g% gt (9.17)

Et mixte de second ordre par :

Vil = 17 o (9.18)

NB :dans un repere orthonormé : I, ; = 0 = Tikj =1 =0

9.3 Gradient-Dérivée covariante d’un scalaire

Soit un scalaire : ¢ = ¢ (6")
On considere la dérivée partielle : T ¥
Lors d’un changement de base : g; — ¢, , on montre que ¢ ; se comporte comme
les composantes d’un vecteur :

067

Pt = Oapgr

La dérivée covariante du scalaire est obtenue simplement par :

i = ¢,

On note alors le vecteur gradient par :

- — —
gradé =, g' = ¢, g' (9.19)

) e
Donc : d¢ = ¢;d0" = ¢; db* = grad ¢ d
_

La direction de grad (¢) correspond a la direction de variation maximum de ¢.
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9.4 Dérivée covariante d’un tenseur

On considere le tenseur du 2™ ordre : T = T% g; ® g;

— —
On calcule le produit contracté avec 2 vecteurs U et V quelconques :
(T. U) .V =T"U; V; = a = scalaire
On dérive le scalaire :
a,k = Ting Uz ‘/J -+ Tij Ui,k V; -+ Tij Uz V}Jg

Or : Uy = U — ULy
Donc :

ap =T, U V;+ T U ; Vi + TV U; Vi + T (T UV + T, U Vi) (9.20)
On note alors :

T U V; = TV, U Vi + T UV + T9T UiV
(T9 x + TVT + T'TYy) UV

Donc (9.20) donne :

M @ @

dans cette expression, aj correspond a des composantes covariantes VU , V. De
méme (2) et (3) sont également des composantes covariantes. Donc (1) doit 1'étre
également.

D’out finalement :

Ty, = TH, + THT, + T/, (9.22)

ce sont les composantes contravariantes d’'un tenseur du 3°™¢ ordre (2 fois contra-
variant et 1 fois covariant).

On montre de méme que les dérivées covariantes des différentes composantes
donnent :

Tyw = Tyw — TyDdy — Tuld
Ty = Ty, + THL, — ThWT), (9.23)
Tl = T, — T'T — T'TV,

Les composantes de la différentielle absolue s’écrivent pour un tenseur du 2"¢

ordre:Z:TijE>®g_j)

dI' = T ® gj soit : v TV =T do"
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Remarque :On aurait aussi pu €crire pour le calcul de Tij‘k :

orT

90 TV i @ g; +T" Lol @ g; +TY Fﬂ,ﬁ ® 9
= (MY + 1D +TTY) 5 @ g

= Tij\;@’ ® g—;

9.5 Cas du tenseur métrique

La dérivée covariante, produisant un tenseur, celui-ci peut étre évalué dans le
é
repere que 'on veut. On choisit le référentiel absolu I,. V le point considéré, on
ﬁ
a dans le référentiel absolu I, :

gij =97 =065 =g/ et T*; =0
Donc :
Gije = 0= gij,k = gij,k

D’ot le théoreme de Ricci : les dérivées covariantes des composantes du tenseur
métrique sont nulles :

(9.24)

Gijlk = gij|k =0

9.6 Dérivées seconde

(a titre d’info)
Vjj; est un tenseur du 274 ordre, donc : Viij = Aij. On peut alors calculer la dérivée
covariante de ce tenseur.
Apres un développement, on obtient :

Vige = Vi = Vin (Ti"iy = T3 + 7T = T D) (0.25)
= Vo R™ (9.26)

ol R™;;i, est le tenseur de Riemann-Christoffel.
Cette équation est vraie quelquesoit le repere.
—
En 3D, dans le repere de référence I,, on a R™;;;, = 0 et on peut permuter les
indices.



9.7 Opérateur de dérivation

On introduit 'opérateur de dérivation (ou opérateur Nabla) tel que :

_ 49

45

(9.27)

ﬁ
lequel définit I'opération oll apres multiplication par ¢*, une fonction doit étre

dérivée par rapport a 6*.
Soit, par exemple :
— V ¢ un scalaire :

Vo= gkw = ¢, ¢g* (voir aussi paragraphe §9.3)

ﬁ
— VY W un vecteur :

- U —
V-ﬂ):gk W:@ g
— ¥V % un vecteur :
VAU =g w/\u =g Nuyg=rotu

9.7.1 Gradient

(voir aussi paragraphe §9.3)
Le gradient d’'une fonction scalaire ¢ est un vecteur définit par :

R — od — —
grad o =7¢ = a—;ig’“ = prg"

: —
Le gradient d’un vecteur @ est un tenseur du 2"¢ ordre :

Ly S S
7
=UE® g = UG D9

gmdﬂ’zwéég ,

9.7.2 Divergence

. — . , .
La divergence d'un vecteur u est un scalaire absolu définit par :

N
k

divu = gradu : { = uk‘k = uk|k = trace (ui|j) =Uup.g =V .U

ﬁ
Par exemple, dans le repere fixe cartésien I, :

.= 1 2 3
divv =v + v+ 073

—

(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)
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9.7.3 Rotationnel

D’apres la definition du produit tensoriel (8.9), le rotationnel d'un vecteur u
est donné par :

— — — —
k ] —

4 < .. ﬁ .
rotd =y AU =g" ANuyg =g A up=g' A (um) ¢ = €e* uj|igk = €ijk u9|i§9.34)

Par exemple, dans le repere fixe cartésien Ta) :
0

Uy
0X1

rotu = 0 AN u
0X?

0 U

X3 ’

. 3u3 8u2 - (9?,61 3u3 - 3u2 8u1 g
- (aX2 - 8X3> hi+ (aX3 - aX1) L+ (aX1 - 6X2) fs

Soit :

rotu = <%T;> A (uj T;)

0 s
ijk
= uj e’ I,

0X'

ik T
= Uj;¢€ [k:

9.7.4 Laplacien
Le laplacien est défini comme étant la divergence du gradient, soit :
2 S A
V¢ = div (gradqﬁ)
Soit :

Vie=uil=0] (9.35)

9.8 Théoreme de la divergence et du rotationnel

9.8.1 Théoreme de la divergence : cas d’une surface

Soit un contour fermé (C'), entourant une surface plane (S) défini dans le plan
(I_f, T;) et soit ’, un champ de vecteurs (voir figure(9.1)).

La formule de la divergence est donnée par :

/ div (W) dS = / w . dn (9.36)
E)

(@)



OJH

dn =ds AT,

F1G. 9.1 — Théoreme de la divergence : cas d’une surface

NI e /.
ou 7 est la normale extérieure au contour (C')

Or :

D’ou en coordonnées :

/ u® |adS:/ u® dng
(%) ©

(9.37)
9.8.2 Théoréme de Gauss : cas d’une volume
Soit un volume (V') limité par une surface (S), on a :
/ divu dV = / w T dS (9.38)
) (9)
(9.39)
D’ou en coordonnées :

/ui|l.dV = / u'n; dS
V) (S)

9.8.3 Théoreme du rotationnel ou théoréme de Stockes

Ce théoreme permet le passage d’une intégrale sur le contour (C') & une intégrale
sur une surface (5) :

/ T AT = / rot T dS
(©) (S)

(9.40)
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Convention d’Einstein

1. Ecrire chacune des expressions suivantes en utilisant la convention d’Ein-
stein :

a. aﬂxl + aj2x2 + ...+ ajN:EN

b, ds® = glldxldxl + 922da:2dx2 + gggdxgdaz?’
c. do= %d 1, 99 %dx"

ot —dat 4.+
oy 0xs ox,,

2. Ecrire les termes dans les sommes suivantes :

Q. quAqT avecq=1,...,N
ox)  OxF
b. g;s:gjkw-% avec N =3

c. é;:[ﬁﬂE_; avect,7=1,...,3

Composantes covariantes et contravariantes

3. Soit un repere ¢€; avec (i = 1, 2, 3) d’origine O, tel que €7 soit orthogonal & €3,
mais tel que €3 ne soit pas orthogonal au plan (€7, €3). On effectue le changement
de base suivant :

E,=¢ E, =¢é; Es = —e3

a. Un vecteur OM = & a pour composantes (x!, 22, x3) dans la base €.
Donner ces composantes contravariantes X* dans la base EZ
b. Donner les matrices de changement de base pour les vecteurs de base et
les composantes de Z. Ecrire ces expressions sous forme tensorielle.
4. On consideére un tenseur mixte d’ordre 2, noté t;/ défini dans la base €;. t;’
1
2 3

Ej se déduisant de la base ¢€; par la matrice de changement de base :

est symétrique et vaut : [t;7] = [ } On considere ensuite une seconde base

1
2
1

2

[15]] =

I A

Déterminer les nouvelles composantes 7} du tenseur ¢/ dans la base E;. La
symétrie est-elle conservée dans le changement de base? 5. Soit ¥ un tenseur
antisymétrique dans IR?, soit :

FiI — i
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a. Montrer que t¥ est caractérisé par 3 composantes indépendantes.

b. Comment se transforme ces composantes dans un changement de repere ?
c. L’antisymétrie est elle indépendante du repere (c-a-d qu’'un tenseur anti-
symétrique dans une base, l'est-il dans une autre) ?

Tenseur métrique

6. Soit IR?, I'espace dans lequel on définit la base €7 (2,1) et €3 (—1,1)
a. Calculer les éléments du tenseur métrique g;;.
b. Déterminer les vecteurs e/ de la base duale.
c. Calculer les éléments du tenseur métrique g*.

: o 2 -1
7. Soit le tenseur métrique de composantes : [g;;] = } dans la base

-1 1
e; de TR%.
a. Soient 2 vecteurs U et V tel que :

. 3 — — -
U = Ule;=¢€1 — €

V = Vg =—-6

Déterminer les composantes covariantes des 2 vecteurs puis les quantités :

U.U,V.VetU.V
~ . ' 0 -1
b. On effectue le changement de base E; = [ﬁﬂ €; avec [ﬁf ] =

1 1
Calculer les nouvelles composantes du tenseur métrique G;; dans la nouvelle

base Donner les nouvelles composantes covariantes et contravariantes de U
et V et les produits scalaires U . U V.VetU.V
8. Soit la base ¢; dans IR? dans laquelle le tenseur métrique a pour composantes :

2 -1

[Qij] =
-1 1

Soit t;k un tenseur dont ses composantes dans €; sont :

%1:0; tizzl; télz—l; téQ:—Q
th =3 th=0; t5=-2; t3p=-4

Déterminer : Uy, = ti,, Vj, = tt. puis V¥ et U; V. Indiquer & chaque fois P'opération
utilisée et la nature du résultat obtenu. 9. Soit IR? I’espace dans lequel on définit
une base :

a= L + I
e_é: Il + 13
6_;;: [1 + [2
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a. Calculer les éléments du tenseur métrique g;;.
b. Calculer les éléments du tenseur métrique g*'.
c. Déterminer les vecteurs e’ de la base duale

d. Soient 2 vecteurs U et V tels que :

U= 261 +36é —e63
V=

6 —6 +e;

Calculer U . V

Systéemes de coordonnées sphériques

10. Soit le systeme de coordonnées sphériques (voir figure (9.2)) :

0t = p
0> = «
0 = ¢
M \ / . Ve . _—_) g
Un point M dans le repere cartésien s’écrit : OM = X'I;.
_)
I3
M
P
¢
ﬁ
0, / I
«
ﬁ
L

F1G. 9.2 — Systemes de coordonnées sphériques

a. Déterminer les composantes du point M en fonction des coordonnées sphé-
riques.

b. Calculer les composantes des vecteurs de base g;

c. Calculer le tenseur métrique covariant g;;

d. Calculer le tenseur métrique contravariant g% ’
0X"
00°

e. Calculer les coefficients de la matrice de changement de base 3. =

de I, & g,



56 Exercices de Calcul Tensoriel

11. Un tenseur du 1° ordre covariant A; a pour composantes dans le repere
cartésien :

X' x? 2x? - (x%)? X' x? (9.41)

Trouver ces composantes A;- covariantes en coordonnées sphériques.

Changement de base

Dans les trois exercices suivants, on suppose un changement de base entre
, . . !/
deux paramétrages curvilignes 6° et 6.

0A
12. Montrer que —P2 plest pas un tenseur, sachant que A, est un tenseur

001
d’ordre 1.

13. Si AP? et B; sont des tenseur, démontrer que C5° = APY | B; est aussi un
tenseur.

14. Démontrer que la contraction du tenseur A? est un scalaire ou un invariant.

15. Prouver que |g;;| = [¢“]™! = ¢

Dérivées covariantes

16. Déterminer les symboles de Christoffel 'y et I'), pour les coordonnées
orthogonales, c-a-d pour les coordonnées telles que le tenseur métrique : g, = 0

pour p # ¢

17. Soit le systéme de coordonnées polaires 01 = r et 2 = 6 et un vecteur
V' définit par :

. — Vi = A cosf
V=V = A 9.42
g V, = —= sing (9.42)
r

a. Calculer les vecteurs de base ¢g; associés aux coordonnées polaires
b. Calculer les tenseurs métriques g;; et g%
c. Calculer les dérivées covariantes de V'
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