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Ce document rassemble des éléments théoriques complémentaires a la documentation
d’utilisation du logiciel d'une part et des cours d’éléments finis d’autre part. Le document
n’est pas exhaustif et évolue en fonction des nouveaux développements dans Herezh++.
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Avancement temporel
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1 Introduction

Nous considérons ici la simulation du comportement dynamique, qui est décrit par
une équation intégrant en plus des forces internes et externes, les forces d’inertie. Ces
dernieres induisent une équation différentielle du second ordre en temps. Le probleme est
alors d’intégrer cette équation. Ceci est réalisé dans Herezh++ par différentes méthodes
dites “d’avancement temporel” qui sont examinées dans la suite du document.

La dynamique forme une part importante des domaines couverts par la mécanique. On
s’'intéresse ici a la mécanique du solide déformable modélisée par éléments finis, bien que
les méthodes présentées peuvent également étre utilisées en mécanique des fluides. La
logique habituelle s’appuie sur une discrétisation distincte espace-temps : spatiale avec
des fonctions de formes permettant de représenter a un instant donné l’ensemble de la
géométrie ; temporel avec un algorithme qui permet le calcul pas-a-pas de I’évolution de la
structure. La discrétisation temporelle pas a pas permet de limiter le nombre d’inconnues
a gérer au méme moment c’est-a-dire le nombre de configurations ou le nombre de pas de
temps. Il faut distinguer les méthodes multi-pas et les méthodes a un pas. On se réferera a
Chung-Lee (] ]) pour une bibliographie exhaustive sur le sujet. Pour
notre part nous retiendrons les méthodes a un pas. Différents travaux montrent en effet
qu’actuellement ces méthodes restent les moins couteuses a précision égale.

Deux groupes de méthodes distinctes sont envisageables : explicites, implicites ou
semi-implicites, ces dernieres entrainant également les mémes niveaux difficultés que les
méthodes purement implicites. On les regroupera donc dans cette derniere catégorie.

Les méthodes explicites présentent I’avantage de conduire a des calculs simples, en par-
ticulier il n’est pas nécessaire de construire la matrice de raideur du systéme (a chaque pas
de temps), ce qui permet une économie de calcul substantielle. En revanche les méthodes
sont conditionnellement stables, c.-a-d. le pas de temps de la discrétisation temporelle est
majoré par la plus petite période du systeme (spatialement discrétisé), contrairement aux
méthodes implicites.

Les algorithmes classiques robustes usuels sont :

— les différences centrées pour les méthodes explicites,

— la méthode de Newmark pour les méthodes implicites.

On trouvera par exemple dans Géradin ([?]) une étude exhaustive de ces méthodes.
Dans Hughes and Belystcho ([?]) un certain nombre de réflexions concernant I’étude de
stabilité, de convergence, des pas de temps optimum ... Ainsi donc, seules les grandes
lignes des méthodes classiques sont rappelées dans ce document.

L’utilisation d'un algorithme numérique temporel entraine ’apparition de hautes fréquences
numériques. Ces fréquences sont indépendantes de la réalité physique ce qui peut entrainer
des difficultés d’interprétation des résultats. Aussi un certain nombre de travaux ont été
effectués pour modifier les algorithmes traditionnels de maniere a obtenir une filtration
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automatique de ces hautes fréquences. Par exemple deux des méthodes les plus classiques
sont la méthode HHT développée dans les années 70 pour la méthode implicite de New-
mark et la méthode du Bulk Viscosity pour la méthode des différences centrées.

Ces dernieres années plusieurs nouvelles méthodes explicites sont apparues ([?] [?] [?]).
Ces méthodes sont en fait des déclinaisons de la méthode des différences finies centrées.
Nous nous servirons de 1’étude du modele de Tchamwa pour présenter les notions de
précision et de stabilité de convergence en s’appuyant principalement sur les travaux de
these d’Anthony Soive. Ces notions de précision et de stabilité sont fondamentales pour
les algorithmes temporels appliqués a la dynamique.

1.1 Présentation des différents algorithmes

Nous utilisons la forme faible variationnelle des équations d’équilibres locales représentée
par le principe des puissances virtuelles :

/pﬁVdv:/ﬁVdv—/azﬁdv%—/ T*Vds (1)
D D D oD

Dans le cas simple d’'un comportement matériel linéaire en petite transformation, la
forme discrétisée de la forme variationnelle s’exprime sous une forme matricielle classique.

*

i (M{+Cqg+Kq—Fu)=0 (2)

Avec M la matrice de masse, C' la matrice d’amortissement, K la matrice de raideur, F,;

*

le vecteur des efforts externes, g les degrés de libertés du systeme, ¢ les degrés de liberté
des vitesses virtuelles.

L’équation devant etre satisfaite quelque soit la valeur des vitesses virtuelles, cela
conduit a un systeme d’équations.

MQ+CQ+Kq:FeJ:t (3)

On voit donc apparaitre dans cette équation, des dérivées temporelles du premier et
du second ordre. Ce sont ces grandeurs qui sont discrétisées par les différents schémas
numériques exposés ci-dessous.

Dans le cas d’un comportement non linéaire, la puissance interne n’est plus représentée
sous forme de produit de matrice avec les degrés de liberté. Dans le cas de méthodes
explicites, cela ne change pas les différentes expressions obtenues si I’on prend soin de
remplacer les grandeurs C' ¢+ K q par R;,:(q, ¢), ce dernier terme représentant de maniere
globale la partie puissance interne du vecteur résidu. D’'une maniere équivalente on notera
F..t par Reui(q,q) , la partie puissance externe du vecteur résidu. Le cas général s’écrit
alors sous la forme de :

M q + Rint<Q7 Q) - Rext(Qu Q> =0 (4>
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Les discrétisations temporelles s’appuient sur un découpage du temps en incrément At
que l'on considerera ici en général égaux pour simplifier la présentation. Cependant on
verra que ce pas de temps peu varier au cours du calcul. On note n 'indice des valeurs
calculées au temps t = nAt.

1.2 Remarques concernant les variations de pas de temps

Les différents schémas d’avancement temporel sont établis en général pour un pas de
temps constant.

Supposons qu’entre deux pas de temps, celui-ci varie. Soient Aty et Aty les deux pas
de temps consécutifs. Il serait nécessaire d’adapter les formules obtenues pour un pas de
temps constant. Deux cas sont considérés : soit il s’agit d’un calcul implicite soit d'un
calcul explicite.

Cas d’un calcul explicite

En général le pas de temps est petit voir tres petit. On considere alors que la variation
de pas de temps n’est pas trop importante et que sur ’ensemble des pas de temps traités,
il y a peu de changement de pas de temps relativement. En conséquence, on peut faire
I’hypothese que I'impact d'un changement de pas de temps est négligeable sur la précision
globale de la réponse.

Cas d’un calcul implicite

En général le pas de temps peut-étre important. On suppose alors que l'algorithme
integre la prise en compte d’'un changement de pas de temps de maniere précise.

C’est le partie pris actuellement retenue pour Herezh. Cela amene 2 remarques :

1. en explicite, dans le cas de nombreux changements de pas de temps durant le calcul,
il est possible que cela impact la solution finale. Donc il faut garder ce point en téte
lors de I'analyse des résultats,

2. dans le cas d’un temps maxi fixé en dynamique explicite, contrairement aux schémas
implicites (ou quasi-statiques), le calcul s’arréte des que le temps en court est suffi-
samment proche du temps final (& la précision pres). Il n’y a pas de modification du
dernier pas de temps pour finir exactement au temps fin demandé. Pour 'implicite,
au contraire, le dernier pas de temps est modifié pour obtenir exactement le temps
final.

1.3 Différences centrées
1.3.1 Généralités

Les différences finies centrées constituent la méthode d’avancement temporel explicite
la plus classique.
La discrétisation temporelle est réalisée par différences finies centrées.

= (Xn - anl) > ()?nJrl _ )?n)
Voy = 7, = s ) 5)
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L’accélération s’en déduit.

- (Vn_i,-% - vn—%) . (Xn+1 — 2)?” ‘I— Xn_l) (6)
= At B (At)2

Concernant la vitesse, elle peut également étre calculée a t par une méthode centrée.

L (X = X,
V":< +12At : (7)

Les discrétisations (6, 7) s’étendent naturellement aux degrés de libertés. Prenons par
exemple une interpolation classique :

— —

X =X, (8)

Les fonctions d’interpolation et les vecteurs de la base absolue ne dépendent pas du temps
aussi en notant ¢ le vecteur des degrés de liberté (X") on obtient par différences finies
des équations équivalentes a (6) et (7).

. o dn+1 — QQn + dn—1
. Gn+1 — 4n—1
— dntl dn—l 1

Pour justifier les choix effectués dans Herezh++, considérons le cas simple d’un comporte-
ment linéaire, en petites transformations. Les discrétisations précédentes sont introduites
dans la forme matricielle (3). On obtient :

dn+1 — 2Qn + gn—1 Gn+1 — Qn—1
M _ Kq, = 11
(Bme ) ro (e + K =re a0

ou encore :

C qn—1

At
(M + 70) Gni1 = At (At (Foot — K qy) + ) + M (2¢, — qn—1) (12)

Cette expression montre qu’il est nécessaire d’inverser la matrice (M + %C’) pour ob-
tenir la nouvelle position ¢,1. Ce calcul est tres rapide a effectuer dans deux cas, lorsque
les matrices M et C' sont constantes ou lorsqu’elles sont diagonales. Dans le premier
cas par exemple en utilisant une méthode de triangulation, celle-ci peut-étre réalisée une
seule fois en début de programme. Dans le second cas, la rapidité est évidente. A priori
la matrice de masse est naturellement constante. En revanche la matrice d’amortisse-
ment n’est constante que dans des cas tres particuliers. Ceci arrive lors de 'emploi d'un
amortissement "numérique” c’est-a-dire par exemple lorsqu’on emploie un amortissement
artificiel pour stabiliser la réponse ou encore lors de comportement matériel tres simple
linéaire.Dans le cas général de comportement matériel visqueux, il n’y a aucune raison que
cela conduise "naturellement” a une forme diagonale ou constante de la matrice d’amor-
tissement. L’emploi de la formule d’Euler décentrée a droite entre les instants ¢t — At et ¢

14



pour le calcul de la vitesse est alors souvent retenue pour optimiser le temps de résolution
du systeme.

7 ()?n - )?nfl)

A7 (13)
Ou encore pour les degrés de liberté :
. dn — Qn—1
=— 14
n Y (14)

Une autre solution, plus précise et plus cohérente avec la méthode des différences finies
“centrée” est d’introduire I'accélération du pas précédent sous la forme :

- - At
Vin=Va 12+ 5 e/ (15)

C’est cette solution qui est retenue dans I'implantation dans Herezh++. Elle permet de
n’inverser que la matrice masse, ceci méme dans un cas non linéaire.

1.3.2 Implantation de ’algorithme DFC dans Herezh

D’une maniere pratique les calculs effectués dans Herezh-++ sont les suivants :

1. utilisation de I’équation d’équilibre pour obtenir ’accélération :
o = M) (Rear(n: 41)) = (Rinelan 4,) ) (16)

Avec q,’l une approximation explicite de la vitesse calculée a partir des résultats
précédents a l'aide de la formule :

G = Qo1 + At Gus (17)

Les termes du membre de droite de I'expression 32 sont alors entierement connus a
partir des résultats précédents, la solution d’avancement est explicite.

2. On peut maintenant calculer précisément la vitesse :

. ) At .
Gn = oy + (Gn—1 + Gn) (18)

3. mise en place des conditions limites sur les positions et/ou les vitesses et/ou les
accélérations, en fonction des données fournies par 1'utilisateur.

4. Puis au final calcule de la nouvelle position qui permettra de calcul des efforts
généralisés internes et externes.

(@

Qn+IZQn+At Gn + 5

Gn (19)
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1.4 Newmark

La méthode de Newmark considere la discrétisation suivante pour les vitesses et pour
les positions.

. AP ) )
Gn+1 = Qn + Atqn + T ((1 - 2ﬁ)Qn + 26Qn+1) (21>
Le comportement obtenu est ainsi dépendant des deux parametres v et 5. L’étude de
I’algorithme de Newmark : stabilité, précision ..., est classique. Les valeurs classiques

retenues pour les deux parametres sont 0.5 et 0.5 ce qui conduit a un algorithme incon-
ditionnellement stable et une précision du second ordre sur la fréquence. Le cas § = %
et v = 0.5 conduit a une stabilité conditionnelle de 1'ordre de celle nécessaire avec la
méthode des différences centrées, mais a une précision du troisieme ordre ce qui constitue
la précision maximale que 'on peut espérer avec la méthode de Newmark.

1.5 Tchamwa-Wielgosz

L’algorithme proposé par Tchamwa et Wielgosz (que 1'on notera par simplicité par la
suite Tchamwa) est donné par les expressions suivantes :

M ('jnJrl + Rz’nt(QnJrl; qn+1) = Remt(QnJrlv qn-i,-l) (22>
ns1 = Gn + QAL + AL G + YALG,, (24)

L’analyse de la consistance de 'algorithme (cf. suite du document) montre que la
précision est du premier ordre lorsque o« — v = 1 et que & = (YA + §) # 1 . Cette
précision sera du second ordre lorsque ® = 1..

L’étude de I'influence des parametres sur la convergence du schéma numérique donne
(cf. partie 1.9) :

d>1, a=05 ~=05 A=1, B==o—~\ (25)
Le seul parametre libre est alors ® et 1'algorithme (24) devient :

[M]Cjn—i-l + Rint(Qn—i—la qn+1) = Rezt(Qn—i—la é]n+1)
Gyt = Gn T AlGy (26)
Gni1 = Qo+ 0.5AG, + (® — 0.5)At%G, + 0.5Atd,,,,

soit encore

[M]q-n-l—l + Rint(qn—i-la anrl) = Rext(Qn—i—la qn+1)
Gnt1 = Qo+ Ath + (I)AtQéjn
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La figure (1) montre I’évolution de I'amortissement en fonction du parametre ®. La
simulation concerne une poutre en traction-compression soumise a une vitesse initiale
a une extrémité, tandis que l'autre extrémité est maintenue fixe. La géométrie et les
conditions d’essai sont les suivantes : longueur = 200 mm, section = 4 mm?, vitesse initiale
a Iextrémité libre = 1000 mms, masse volumique = 8.107%, le maillage est constitué d’une
seule biellette a 2 noeuds avec interpolation linéaire.

Clamped beam with initial velocity on free edge
Tchamwa ¢ =1.01, 1.1, 1.3, 3.

T T T T T T T T T

0,02

0,01

-0,01

displacement variation (mm)

-0,02

003l ! \ | \ ! . ! \
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005

time (s)

FIGURE 1 — Réponse de 0 a 4.10~% d’une poutre en traction compression, soumise a un
échelon de vitesse,discrétisée en 1 élément : influence du parametre ®

Dans ce cas d’interpolation, la fréquence maxi que peut représenter le systeme est
également la seule existante. Sachant que l'objectif de l'atténuation est de minimiser
I'importance des hautes fréquences, on doit retrouver directement ici cette atténuation.
Celle-ci est bien réelle, cependant il est nécessaire d’utiliser une valeur importante de ®
pour obtenir une atténuation appréciable.

L’intérét du schéma de Tchamwa concerne I’amortissement sélectif des hautes fréquences
numériques, tout en évitant de modifier les basses fréquences.

1.6 Schéma explicite de Chung-Lee

L’algorithme proposé par Chung-Lee ( | |) est donné par les
expressions suivantes :

M q.n—&-l + Rint(an qn) = React(Qm qn) (28>

n+1 = dn + Ath + AtQ(BQn + ﬁ(jn-&-l) (29>
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Ins1 = Un + AUAGn + YGns1) (30)
L’analyse de la consistance de 'algorithme montre que la précision est du second ordre
lorsquele/Z—B,’y:?)/Q ety=1-—1.
L’étude de I'influence des parametres sur la convergence du schéma numérique conduit
au domaine utile de [ :
1. < p<28/27 (31)

L’amortissement numérique est d’autant meilleur que 1’on se rapproche de 28/27. Pour
cette valeur, le schéma est particulierement efficace (cf. | ]). Cependant comme
pour le schéma de Tchamwa et Wielgosz, les performances dépendent du pas de temps
relativement au pas de temps critique ([ 1.

1.6.1 Implantation de I’algorithme de Chung Lee dans Herezh

D’une maniere pratique les calculs effectués dans Herezh++ sont les suivants :

1. utilisation de I’équation d’équilibre pour obtenir ’accélération :
q-n(cl) = [M]_l <(Rext(qn7 qz)) - (Rznt(qn7 quz))) (32>

Avec qjl une approximation explicite de la vitesse calculée a partir des résultats
précédents a l'aide de la formule :

B = Gy + At G (33)
Les termes du membre de droite de I'expression 32 sont alors entierement connus a
partir des résultats précédents, la solution d’avancement est explicite.

2. calcul de la vitesse notée ¢(cl) pour la différencier de celle DFC :

g(cl)ni1 = q(cl)n + ALAG(El)n + ¥i(cl)nsr) (34)
Comparée au calcul en DFC (formule 18) on s’apercoit qu’il y a un décalage au
niveau de la numérotation de "n” .

3. mise en place des conditions limites sur les positions et/ou les vitesses et/ou les
accélérations, en fonction des données fournies par 1'utilisateur.

4. Puis au final calcule de la nouvelle position qui permettra de calcul des efforts
généralisés internes et externes.

Q(Cl)n+1 = C](Cl)n+1 = C](Cl)n + Até](d)n + AtQ(Bq'(d)n + 5@(05)%1) (35)

Comparée au calcul en DFC (formule 19) on s’apercoit qu’il y a un décalage au
niveau de la numérotation de "n” . Reprenons la formule DFC :

At

(jn = qn—l + 7 (dn—l + Qn)

i At .
= ot (Gn—1 + Gn)

(36)
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1.7 Méthode proposée par Zhai

Le schéma d’avancement temporel proposé par Zhai | | est une méthode
explicite qui s’appuie sur une résolution en deux étapes types : prédiction puis correction.
L’avancement temporel est résolu par une technique analogue a la méthode classique
des différences finies centrées. Par rapport a cette derniere méthode, la méthode de Zhai
introduit un terme d’amortissement des hautes fréquences.

1. prédiction :
0(2)pnr = 42+ Atg(2) + A {(1/2+ P)§(2) — PG(2)n}
Q(2)pnt1 = 4(2)n + AH{(1+¢)G(2)n — ¢G(2)n-1} (37)

0

avec ”(z)” désignant les grandeurs introduites par Zhai et "p” pour "predicted”.
q(2)pnt1 €t q(2)pnt1 correspondent a la prédiction du déplacement et de la vitesse.

2. calcul des efforts internes et externes correspondants a cette cinématique, puis
résolution des équations d’équilibres — prédiction de ’accélération :

G(2)pnt1 (38)

3. correction du déplacement et de la vitesse avec une formule de type Newmark

Q<Z)n+1 = Q(Z)n + AtiI(Z>n + At? {(1/2 - 6>q<z)n + Bq<z)P7N+1}
(1 = (20 + AL{(L = 7)G(2)n +7G(2)pms1 } (39)

4. de nouveau, calcul des efforts internes et externes correspondants a cette cinématique
corrigée, puis résolution des équations d’équilibres — accélération finale

G(2)ns1 (40)

4 parametres de controle sont disponibles.

Dans la pratique si I'on veut une importante précision, Zhai préconise de retenir ¥ =
¢ = 1/2 et les parametres habituels de Newmark : 7 = 1/2 et § = 1/4. On obtient la
meilleure précision pour v = 1/2 et f = 1/12. Avec ces parametres on obtient un tres
faible amortissement et un rayon de convergence environ deux fois plus faible que celui
de DFC classique, ce qui n’est pas du tout intéressant.

Par exemple en utilisant comme parametres : ¢ = v = 1/2 et ¥ = = 1/6, on
obtient un rayon de convergence un peu inférieur & DFC (5 a 10% plus faible), par contre
I'atténuation est treés importante, du méme ordre (voir un peu supérieure) a celle de Chung
Lee. En temps de calcul, la méthode est cependant environ deux fois plus lente que celles
de Chung Lee ou Tchamwa compte tenue de 1’étape de prédiction.

Exemple simple d’application : Soit un cube positionné isostatiquement sur une
face, et dont la face opposée est soumise a une rampe de déplacement perpendiculairement
a la face. Il s’agit donc d'un essai de traction simple. Le cube est modélisé par un seul
hexaedre, seules les déplacements dans la direction transverse au déplacement imposé,
sont issus du calcul d’équilibre, ces déplacements sont directement liés au coefficient de
Poisson.

La figure de gauche (2) montre I’évolution de l'accélération suivant la direction trans-
verse au déplacement, la figure de droite est relative a la vitesse. On observe un bruit
numérique constant pour les réponses du schéma DFC, atténuée pour les schémas de Zhai
(p=~v=1/2et ¥ = =1/6) et Chung Lee.
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FIGURE 2 — Accélération et vitesse transverse d’un cube en traction dynamique

1.8 Runge-Kutta

1.8.1 Introduction

L’équation (4) est une équation différentielle du second ordre en temps. On peut donc
envisager de la résoudre a l'aide des méthodes classiques de la famille de Runge-Kutta
(RK) [ 1Ll Al ]. L’intérét de cette
investigation est d’étudier I'impact de la précision de I'intégration temporelle de I’équation.
Les schémas vus précédemment sont au mieux des schémas du second ordre c’est-a-dire
que la solution approchée X, 1 correspond au mieux au développement de Taylor au se-
cond ordre de X (t + At) en fonction de At. Dans le cas des schémas RK, il est possible
d’approcher théoriquement un ordre plus élevé. Il est alors possible d’étudier 'impact de
cet ordre supérieur de troncature, comparé aux modeles classiques d’avancement temporel
(DFC, Newmark par exemple).

L’objectif est ici d’utiliser le schéma classique de Runge-Kutta (RK) explicite avec
pilotage en fonction d’une estimation d’erreur obtenue a ’aide de deux calculs imbriqués.

Ce type de méthodologie est courante pour la résolution de systeme d’équations différentielles
du premier ordre ([ 1,1 |), dans le cas ou
le systeme est de taille réduite (quelques dizaines d’équations). Dans le cas de la méthode
des éléments finis, cette méthodologie n’est habituellement pas employée. Remarquons en
particulier que la stabilité de la méthode est difficile a traiter. On peut signaler I'impor-
tance des travaux de ’école d’Aukland sur ce sujet, par exemple on peut se référer au
document de these de W. Wright pour une présentation assez étendue (| ).

Il est classiquement admis que les méthodes de type RK conduisent a un bon compro-
mis précision - complexité, d’ou I'idée d’observer leurs comportements dans le cadre de
I’équation d’avancement temporel. L’objectif est ainsi de disposer d’une source de com-
paraison différente, pour les méthodes principalement étudiées, en particulier le modele
de Tchamwa.

Nous rappelons succinctement la modélisation utilisée, puis des précisions sont ap-
portées quant a l'implantation au sein du code de calcul Herezh++.
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1.8.2 Avancement temporel avec le modele de Runge-Kutta imbriqué

L’équation initiale d’avancement temporel du second ordre est transformée en un couple
d’équations du premier ordre selon :

V = M71<Re:pt_Rint)
X =V (41)

Que 'on peut noter de maniere plus générale :

i=rty) (42)

[}

Le vecteur “y” comprend ainsi les vitesses et les positions, la fonction “f” permet d’en
calculer sa dérivée premiere par rapport au temps.

Le nombre d’inconnues du probléme est ainsi doublé. Cependant, ces équations peuvent
étre traitées dans la pratique séquentiellement ce qui minimise I’'inconvénient.

Lorsque l'on applique un schéma de type Runge-Kutta il est possible d’'utiliser deux
ordres successifs de précision, dont les solutions respectives par soustraction permettent
d’obtenir une estimation de 'erreur d’intégration. Les opérations intermédiaires pour le
calcul des deux ordres successifs sont mutualisées (utilisés deux fois) pour minimiser le
cout de calcul. On obtient ainsi les formules classiques de “Prince-Dormand embedding
formulas” ou encore de “Fehlberg embedding formulas”. Ces résultats étant suffisamment
classiques, nous ne rappelons ici que le raisonnement général, mais pour plus de précision
on pourra consulter par exemple la référence (| ]) §17.

Par exemple dans le cas de la méthode RK-45 (ordres 4 et 5 emboités), on peut écrire
(cf.| ] §16) pour l'ordre 5 :

ki = h f(tw,yn)
ky = h f(t, + ash,yn + barky)
k‘6 = h f(tn + (lﬁh, Yn + bﬁll{?l + ...+ b65l{35)
Ynt1 = Yn +Crky + ...+ coks + O(h6) (43)

ou : h est le pas d’avancement en temps choisit, a; b;; ¢; sont des coefficients fixes spécifiques
a la méthode. ¢, est le temps initial ou la solution est supposé connue, l'objectif étant
d’obtenir la solution a t,,; c’est-a-dire y,,1. On remarque, que les coefficients k; peuvent
se calculer successivement conduisant a y,,.1 de maniere explicite.

D’une maniere analogue pour l'ordre 4 nous avons :

Zjn+1: yn+ 21 kl + ...+ 26 ]{56 + O(h5) (44)

ce qui conduit a I'estimation d’erreur :

err = Z<C"_ ) k; (45)



Cette estimation d’erreur est utilisée pour piloter I’avancement du calcul, en particulier
le pas de temps. Dans la pratique, le pilotage n’est pas si simple qu’il peut paraitre de
prime abord. Il tient compte de la précision disponible sur la machine de calcul, d'un
nécessaire équilibrage des différentes équations de (42), des notions : d’erreurs globales
(& tout le membre du vecteur “y”) ou locales a chaque composante, d’erreurs absolues
ou relatives, d’une stratégie pour augmenter ou diminuer le pas d'un calcul a I'autre en
fonction des résultats obtenus ...

Dans notre cas, nous nous sommes appuyés d’une part sur les algorithmes proposés dans
(cf.] ] §16.2 et dans (| ]) §17.3, et d’autre

part sur I'algorithme “RKF45.CC” que I'on peut consulter a I’adresse (|

1.8.3 Implantation

L’implantation comprend deux parties. Tout d’abord, une classe (au sens C++) de
méthodes générales de résolution d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre
par la méthode de Runge-Kutta imbriqué a été mise en place. Cette classe integre : les
méthodes RK d’ordre 2 et 3 classiques , RK d’ordre 3 et 4 suivant ’algorithme proposé
par Fehlberg , RK d’ordre 4 - 5 suivant ’algorithme proposé par Cash-Karp, et enfin la
méthode de pilotage.

Ces méthodes sont organisées sous forme de template d'une classe générique qui doit
contenir la fonction “f” et le vecteur “y”.

La seconde partie de I'implantation concerne la définition de 1’algorithme d’avancement
temporel sous forme d'une classe dédiée au méme titre que ’algorithme de Tchamwa par
exemple. L’avancement temporel s’obtient a partir de la fonction “f” calculée d’apres (41)
et de 'algorithme de pilotage RK. Au cours du calcul de “f”, on introduit les conditions
limites, et on résout le systeme par inversion de la matrice “M”.

Par rapport aux algorithmes DFC ou Tchamwa, le cotit en temps de calcul d’'un avan-
cement temporel dépend de l'ordre de la méthode, mais dans tous les cas il est bien
supérieur. Par exemple dans le cas RK45, 5 nouvelles évaluations de la fonction “f” (la
premiére provenant du pas précédent) sont nécessaires pour un pas de temps, contrai-
rement au cas DFC ou Tchamwa ou une seule évaluation est nécessaire. D’une maniere
simplifiée, on peut dire que les méthodes DFC et dérivées sont équivalentes a une méthode
RK du premier ordre sans vérification de la précision.

1.9 Convergence des différents schémas numériques

Un schéma numérique est dit convergent s’il est a la fois consistant et stable. L’étude de
consistance et de stabilité fait appel a la notion de matrice d’amplification et la condition
associée sur son rayon spectral.

La consistance permet, dans certains cas, de contraindre les parametres de controle des
schémas numériques. La présentation qui suit s’appuie sur des travaux effectués dans le
cadre de la these d’Anthony Soive.
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1.9.1 Consistance

Si 'on écrit un schéma numérique de la forme :
Mpi1 + Rint(Gns1s Gnr1) = Reat (@1 Gns1)

anrl = f(qnv Cjna Cljn-i-l)

dn+1 = f(Q’rH qnv qn+17 ijn» (jn-"-l)
et si 'on note ul = [, ¢,], on peut étudier la consistance du schéma de la facon suivante :

On dit qu’un schéma dintégration est consistant st

. Up+1 — Un
lim ——

=1
h—0 h "

ce qui entraine, pour les différents algorithmes explicités précédemment
— pour la méthode de Newmark ou HHT

. Up+1 — Up . (1 - 7)(]71 + ’Véjn—f—l Qn
Jim Yt " g ! . = (¢
o R 533( U + D3 = B)iin + hBlins1 i,

— pour la méthode de Tchamwa

lim ———— = lim . ) . = .
h—0 h h=0 \ O, + V4,11 + W34, (a+7)a,
Ainsi les méthodes de Newmark et de Hilbert, Hughes et Taylor sont consistantes

quelques soient la valeur de leurs parametres. En revanche, la méthode de Tchamwa
Iest si A =1 et si a + v = 1. L’algorithme de Tchamwa devient alors :

qu—i-l + Rint<qn+1v Qn—l—l) = Rext(qn-t,-l, Qn+1> Mijn+1 + Rint(qn+17 Qn—i-l) = Rewt<qn+1a Qn—l—l)
Qn—‘,—l - Qn + hqn = qn—}—l = qn + hqn

1.9.2 Stabilité de la méthode de Tchamwa

Rappelons les expressions des équations de mouvement dans le cadre de petits déplacements :
Md+Cd+ Kd=F

d étant le déplacement nodal, M la matrice masse, C' la matrice d’amortissement et K la
matrice de raideur. L’algorithme de Tchamwa devient, apres discrétisation temporelle et
en notant ¢ = 8+ v :

Mgni1+ Cqppy + Kani1 = Fopa
s = o +
Qn+1 = Qn + hqn + h2¢Qn

En supposant un amortissement de type Rayleigh et en faisant la décomposition modale
de I’équation d’équilibre, on a :

Cjn+1 + 2€qu+1 + w2qn+1 = Fn+1
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Le systeme s’écrit alors

(o1 + 28w,y + Wian = Fu
Ip1 = 4,(1 — 26hw) — hw?q,, + hF,
Gns1 = q,(h — Q(bthw) + qn(1 — ¢h2w2) + ¢h*F,

Si 'on note u,, = ( n ), A la matrice d’amplification et L, le vecteur de chargement,

n
on peut écrire

Upt1 = Aun + Ly,

A 1 —2¢6hw —hw?
(1 = 2¢¢hw) 1 — ph*w?

D’autre part, la solution exacte peut s’écrire u(t,+1) = Au(t,) + L, + 7(t,) ou 7(¢,)
est 'erreur de troncature locale. En faisant alors la différence entre la solution exacte et
la solution discrétisée, on a

avec

e(tnt1) = ultni1) — tny1 = A(u(ty) —u,) + 7(t)

soit encore
e(tny1) = Ae(tn) +7(tn)
= A{Ae(tp_1) +7(tn-1)} +7(tn)
= A?%(tn_1) + AT(tn_1) + 7(t,)

= Ale(to) + 30 o A (tas)

En supposant que ’erreur initiale est nulle, on obtient finalement

e(tnt1) = ZAiT(tn—i) (46)

On dit qu’un schéma numérique est stable s’il existe un pas d’intégration hg > 0 tel que
pour tout hel0, hol, une perturbation finie du vecteur d’état a linstant t,, n’entraine qu’une

modification non croissante du vecteur d’état ( g”” ) calculé a un instant ultérieur t,;.
n+j

Il faut alors que le rayon spectral p(A), défini par p(A) = maz(\Y) o A\* sont les
valeurs propres de A, soit strictement inférieur a 1. Les valeurs propres de A sont A\; o =

Al + —4/ A% — AQ, avec A1 = %t?"(A) et A2 = d@t(A)

L’étude de ces valeurs propres permet ainsi de définir une relation entre le temps critique
et le parametre d’amortissement numérique ®. On obtient finalement en notant (2 = %
tel que At est le pas de temps, T est la plus petite période du systeme :
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— Pour £ =0

Condition sur ¢ | condition de stabilité
2
6> 1 Q< \/ =
— Pour £ #0
Conditions sur ¢ Conditions sur & Stabilité 2 = %
p=1-2%= vE Q<2
P < % £E<V1-20 inconditionnelle
_ 21 o(p_1
o>1 \73 0 < %
2
_ 2 o(¢_1
6>1-% Ve O < %
2
1<9<1| €< V2(1 - 9) inconditionnelle
+/e2—2(1-¢ e—\/e2—2(1-¢
§> a1 —g) | SV < g < VBRI

avec

Remarque Dans le cas o ® = 1 on retrouve la méthode classique des différences
finies centrées. On observe que de tous les méthodes c’est la méthode des différences finies
centrées qui permet d’avoir un pas de temps critique maximal.

1.10 Amortissement numérique

L’objectif est ici d’introduire un amortissement numérique qui permet de stabiliser soit
les hautes fréquences soit méme ’ensemble de la structure.
1.10.1 Amortissement de Rayleigh

Une matrice de viscosité C' est construite a partir de la matrice de masse M et de la
matrice de raideur K. On a C' = n(a M + 8 K) qui correspond & la formule classique de
Rayleigh, n représente le coefficient de viscosité.

Cette viscosité numérique introduit alors des forces généralisées visqueuses :

Fvisqueuz = —T](Oz M + B K)(] (47>

et une énergie visqueuse d’origine numérique :

t
E’Uisqueux = / QT Fvisqueux dt (48)
0

Dans le cas d'un calcul explicite, la raideur n’est pas explicitement connue. On peut
par exemple utiliser alors la relation approchée suivante sur un pas de temps At :

OF;
K = ‘E’ (49)

La matrice K ainsi obtenue est diagonale et mesure la raideur tangente du systeme. Cette
expression n’est utilisable que dans le cas ou il y a mouvement. Dans le cas ou le ddl est
immobile, on annule la contribution de K.
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Dans Herezh++, 'amortissement complet de Rayleigh n’est possible qu’en implicite ou
la matrice de raideur est disponible explicitement. En explicite, seule la partie relative a
la matrice masse n’est disponible. On se sert néanmoins de ’évaluation approchée de la
raideur pour le calcul de 'amortissement critique (cf.1.10.2).

1.10.2 Amortissement critique

Il peut étre intéressant d’utiliser une portion de I'amortissement critique qui correspond
a I’amortissement maximum sans oscillation. Dans le cas d’un oscillateur masse-ressort a
un ddl 'amortissement critique est C' = 2 vk m, k étant la raideur du ressort et m étant
la masse du ressort.

Dans un calcul explicite, on peut se servir de "approximation (49) de la raideur pour
en déduire un amortissement critique C; adapté a chaque ddl ¢;. Les forces d’origines
visqueuses numériques sont alors :

Fm‘squeuz = -1 C q (50)

n apparait alors comme la proportion de la viscosité critique.

1.10.3 Bulk viscosity

La méthode du bulk viscosity est une méthode classique qui permet de filtrer au-
tomatiquement une partie des hautes fréquences numériques introduites par le schéma
numérique d’avancement temporel : par exemple classiquement avec les différences finis
centrées. La méthode consiste a introduire un terme de pression hydrostatique P tel que :
P = pl(C11I% — Cyelp) si la trace est négative, 0 sinon.

La contrainte finale vaut donc :

O finale = O — PIl=0c- pl(Cll],% — CQC]D> 1 (51)

En fait, le bulk est implanté pour tous les éléments, indépendamment de la loi utilisée.
Par contre au niveau de la sortie des résultats, la part de contrainte relative au Bulk est
retirée. Ainsi seules les contraintes réelles sont affichées.

Dans le cas d’'un choc (ou d’'une onde de choc), le coefficient C; de la partie quadratique
en vitesse de déformation, est sensé controler ce qui se passe avant le pic du choc, alors que
le coefficient C5 de la partie linéaire est sensée controler ce qui se passe apres le passage
du pic. Dans le cas du filtrage des hautes fréquences, c’est surtout le parametre linéaire
qui est donc prépondérant.

1.11 Algorithme de Relaxation dynamique
1.11.1 Introduction

Cette partie concerne les algorithmes de relaxation dynamique. Deux types d’amortis-
sement sont proposés : amortissement cinétique et amortissement visqueux. Le premier
s’appuie tout d’abord sur les travaux de Barnes puis amélioré par Julien Troufflard (cf.
travaux de these) et enfin ici étendue a des éléments quelconques cf. travaux de these de
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Javier Rodriguez Garcia. Pour les détails de la bibliographie, on se reportera aux travaux
de these de Julien et de Javier puis aux références indiquées. Sont donc indiqués ici les
points particuliers, relatifs a 'implantation dans Herezh++ et les éléments théoriques
nécessaires.

On considére une simulation d’un phénomene dynamique a ’aide de I'algorithme clas-
sique de DFC. L’objectif du calcul est d’obtenir la forme finale de la structure, ceci en
supposant que ce résultat ne dépend pas du trajet effectué entre les configurations initiale
et finale. Ainsi, dans le cas de grands pas de chargement, on ne peut raisonnablement
retenir cette stratégie que dans le cas d’une loi élastique ou hyperélastique. Cependant,
on sait que dans le cas de fortes non-linéarités géométriques, la forme finale peut dépendre
du trajet méme pour un comportement matériel élastique. Ceci constituera donc une li-
mitation. L’algorithme est donc modifié de maniere a pouvoir décomposer le chargement
en plusieurs incréments (comme dans le cas d’une méthode de Newton).

Compte tenu de l'objectif, et dans le cadre des restrictions présentées, on suppose que
la masse n’influence pas le résultat recherché.

L’idée est alors d’adapter pendant le calcul la valeur des composantes de la matrice
masse, conjointement a une méthode d’amortissement cinétique ou d’amortissement vis-
queux, de maniere a minimiser le temps de calcul global, ou de fagon équivalente, minimiser
le nombre de pas de temps conduisant a une solution stable.

1.11.2 Amortissement cinétique et calcul de masses fictives

L’amortissement cinétique consiste a remettre les vitesses a 0, a chaque pic d’énergie
cinétique. Dans le cas ou aucune énergie externe n’est fourni, seule reste disponible,
I’énergie interne élastique, pour pouvoir évoluer vers la configuration d’équilibre. Lors-
qu’il n’y a plus de mouvement, cela signifie que ’équilibre des forces généralisées internes
et externes est réalisé : les forces d’accélérations sont nulles. Ces forces d’accélérations
sont fonction de la masse.

Barnes propose d’adopter pour un élément triangulaire, une matrice masse diagonale
dont les termes m; sont :

At?
mi = )\T kimax (52)
avec r
_ ep
binae =312 (1 4ot oyt o) (53

€

ou ep est I’épaisseur de I'élément e, S§ la surface initiale de 1'élément,o, o, 04, sont les
composantes du tenseur des contraintes dans un repere orthonormé que 1’on suppose lié
a l'élément, /' et v sont les coefficients d’une loi élastique isotrope. Le pas de temps est
arbitraire, par simplicité il est choisi égal a 1 dans la formule du calcul de la masse. La
conséquence est que ce pas de temps n’intervient pas directement au niveau de ’algorithme
d’avancement temporel, si ce n’est au niveau du chargement, des conditions limites et du
comportement matériel. Dans ce dernier cas on sort du contexte normal de 'utilisation de
I’algorithme ! voir les remarques précédentes sur la réversibilité de la loi de comportement.

Julien Troufflard propose de supprimer le terme de surface ce qui permet d’obtenir
une grandeur homogene a une masse. Il montre en particulier que dans ce cas la valeur
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optimum du coefficient A est beaucoup plus stable, ce qui constitue un réel avantage
lorsque 1’'on cherche a définir la valeur de ce parametre de controle.

Dans notre cas, nous proposons d’étendre la formulation d’une part a d’autres éléments
et d’autre part a d’autres lois de comportement. L’idée est ainsi d’étudier la faisabilité de
cette extension.

Le terme % peut-étre considéré comme controlant le changement de forme ou le
changement de volume de I’'élément. Il est donc remplacé par une combinaison linéaire du
module de compressibilité et du module de cisaillement moyen, disponible pour toutes les
lois élastiques et hyper-élastiques : @« K + fu. Dans un premier temps on pourra choisir
par exemple a = = 1 ce qui conduit a une grandeur sensiblement identique a la formule
initiale a condition que I'incompressibilité ne soit pas trop importante.

Par exemple si v = 0.3 on obtient : a K + fu ~ 1.21 E alors qu’avec la formule de
Barnesona: E/(l.—v)=11F

Le terme o, + 0, 4 04, peut-étre considéré comme représentatif du niveau de contrainte
atteint dans le matériau, niveau cumulant les aspects sphérique et déviatorique. Il est

donc remplacé par une combinaison d’invariants

I,
1/3.(0[+0[}+U[I[) == ? et 0.5 Omises

, avec oy; les valeurs propres de o, et 0,,;ss la contrainte de mises. A priori on prend la
valeur absolue de chaque terme de maniere a garantir une masse positive.
Au final on obtient :

kimax = ; % (CY K + B/L + 7% + g UmiseS)) (54>

Les parametres «, (3, v, # permettent ainsi de controler I'influence de chaque entité.

Dans le cas d'un élément 3D, ’épaisseur est remplacée par la longueur caractéristique
suivante : l.o, = (volume)/®. Le reste de la formule est inchangé par commodité.

Dans le cas d'un élément 1D, ’épaisseur est remplacée par la longueur caractéristique
suivante : le, = volume/(Sectionmoyenne). Le reste de la formule est inchangé par
commodité.

De maniere a étudier le comportement de l'algorithme, différents cas de calcul sont
possibles d’une part au niveau du calcul de la masse, et d’autre part au niveau du test de
la convergence.

Concernant le calcul de la masse, en prenant en compte tous les éléments “/N”entourant
un noeud, on considere les cas suivant :

1. la formule (54) est cumulé au noeud selon :

N

knoeud = E kimax

ne=1

la valeur finale a un noeud dépend donc du nombre d’éléments qui contiennent le
noeud.
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2. on retient la valeur maximum de (54), calculé pour tous les éléments qui contiennent
le noeud :
knoeud = MaxN(kimax)

3. on retient la valeur moyenne de (54), calculé pour tous les éléments qui contiennent

le noeud :
1 N
knoeud = N Z kimaaz

ne=1
4. idem le cas 3, et de plus on divise par la surface moyenne entourant le noeud, calculée
de la maniere suivante :

N
Sne
knoeud - E kimam / -
nbny,e
ne=1

ol S, est la surface de I’élément et nbn,,. est le nombre de noeuds de 1’élément.
Concernant la convergence, deux cas sont investigués :

1. la convergence s’appuie sur le résidu en absolu ou relatif suivant la méthode générale
utilisée par exemple pour mesurer la convergence dans un calcul statique.

2. la convergence s’appuie sur le déplacement (ou la vitesse) selon les parametres de
I’algorithme de relaxation cinétique.

1.11.3 Amortissement visqueux critique

L’objectif est d’utiliser un amortissement qui permet d’atteindre le plus rapidement
possible la solution statique. Tout d’abord on s’intéresse a ’algorithme proposé par P.
Underwood | ].

Matrice masse La premiere partie concerne le calcul de la matrice masse. Underwood
propose d’utiliser le théoreme de Gerschgorin qui permet de trouver une borne supérieure
a la valeur propre i de la raideur d’ou une matrice masse fictive permettant la stabilité
qui se calcule sous la forme :

1
my; > Z(At)QZ | 51 (55)
;

avec my;; les composantes diagonales de la matrice masse, K;; les composantes (i,j) de
la matrice de raideur. D’une maniere pratique, dans notre cas, on retient également le
max des 3 composantes en dimension 3 (2 ou 1 en dimension 2 ou 1), ceci pour pallier au
fait qu’'une des 3 raideurs peut éventuellement étre nulle, par exemple dans le cas d’'une
membrane. Ainsi d’'une maniere pratique dans Herezh la relation implantée permettant le
calcul des masses fictives m;;, s’écrit sous la forme de :

AAL 9 ' n,dim
my; = (2)51- avec S(i) = MAXI™ N~ |K(a;b))| (56)
j=1,b=1

avec "dim” la dimension du probleme physique. A est un parametre qui doit-étre supérieur
a 0.5 pour garantir la stabilité du schéma. Underwood propose d’utiliser un temps de 10%
supérieur a la limite critique, ce qui revient a prendre une valeur de A = 0.605 ~ 0.6
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Mise a jour de la matrice masse : D’une maniere pratique, si 'on considere la
maximum sur les 3 dimensions pour le calcul de la matrice masse (cf. 55) la raideur initiale
reste souvent supérieure a la raideur en cours de calcul. Cependant, des non-linéarités de
structures (éventuellement de matériau) peuvent faire apparaitre un accroissement de la
raideur en cours de calcul. Il est alors nécessaire de mettre a jour les masses fictives
pour garantir la continuité de la stabilité. Underwood propose d’utiliser un critere qui
s’appuie sur ”the perturbed apparent frequency error measure” fonctionnant de la maniere
suivante. On calcule I'erreur € selon :

€ = MAX™ (¢;) avec ¢; = (57)

avec AX; 'accroissement de 'accélération pour le ddl i, lors du précédent incrément de
temps, et AX; 'accroissement de la position. Puis on effectue le test € 7> 1, si oui, il faut
soit recalculer la matrice masse ou sinon diminuer le pas de temps c’est-a-dire augmenter
le parametre .

Amortissement visqueux L’amortissement visqueux est introduit a l'aide d’une ma-

trice diagonale.
[C] = ¢[M] avec ¢ = 2wy (58)

wo est supposé étre la fréquence la plus basse du systeme, approchée a I'aide du quotient
de Rayleigh’s.
s  AX TKPAX
0T AXTMAX
Dans le cas ol la matrice K™ n’est pas directement accessible, Underwood propose une
seconde approximation dans le cadre d’un algorithme d’avancement de type différences
finies :

(59)

AXTIK™ AX AR? .
2 o lg-n i(statique)
Wy ~ AXTMAX avec 'K = —At X’?‘W (60)

En fait la dérivée numérique peut s’effectuer soit par rapport a 'incrément de ddl soit

par rapport a la vitesse :
n

AR
9 lK-n _ i(statique) 1
(2) 'hcy = - tatine) (61)

Si on retient cette derniere expression sera conduirait au calcul de la fréquence minimale :

. T
AXTARY X AR, .
2 i(statique) . 2 i(statique)
WO N AYTAIA ou bien wg ~ Pagy (62)

Underwood propose également deux limitations.

— Dans le cas ol la valeur obtenue pour w? est négative, il propose de poser wi = 0 .

— En supposant que 'on a un pas de temps proche du pas critique mis a 1, cela signifie
que la fréquence maxi est proche de 2 (At = 2/wy,.). Dans ce cas la fréquence
minimale doit également étre inférieure a 2. Ainsi si I'on a : wi > 4, il y a une
incohérence. Underwood propose de limiter wy a une valeur typiquement 1.9
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Troisieme partie

Meétriques
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2 Particularités liées a la vitesse de déformation vir-
tuelle

La forme variationnelle de I’équation d’équilibre fait apparaitre le terme de vitesse de
*

déformation virtuelle D. La présentation qui suit concerne le calcul de ce terme ainsi que
sa variation par rapport aux degrés de liberté.
Tout d’abord, rappelons que la vitesse de déformation peut s’exprimer sous la forme :

1 A
D = 5(Vil; + Vilg' ¢ (63)

Dans le cas d’une discrétisation classique V= VMI_;(,DT :
Vili = V6o = (V7 Lapr ) (X Lypsi) = V7 pr s i X (64)
D’ou la vitesse de déformation :

D = V(0. Psi + Orips;) X (65)

Dans le cas de vitesses virtuelles :

xar

Dij:V (Sor,jsos,i + @r,i@s,j)XﬂS (66)

Cette expression est linéaire en fonction des degrés de liberté. On en déduit sa variation
par rapport aux degrés de liberté.

0 l*)z'j ba -
W =0V ((pm-gosﬂ- + @r,i@s,j) <67)

Cette expression est constante tout au long du calcul, et ne dépend que du type d’in-
terpolation. Elle peut donc avantageusement étre évaluée et stockée au début du calcul,
pour chaque type d’élément dans le cas d'un calcul implicite qui s’appuie sur une matrice
tangente analytique, type Newton Raphson.
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Quatrieme partie

Lois de comportements
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3 Loi de Hooke isotrope 3D et 2D

Il s’agit de la loi classique élastique de Hooke qui suppose une relation linéaire entre
contraintes et déformations. La loi peut se représenter par exemple a ’aide de deux coef-
ficients de proportionnalité :

_ trace(o)

—P = T = K trace(e) et S=2Ge (68)

ol K est le module de compressibilité et G le module de cisaillement.

On a: © g
K=3a=2,) ““ = 5010 (69)

avec E et v le module d"Young et le coefficient de Poisson.
La contrainte peu également est calculée via I'expression équivalente suivante :

_ (B v) E
i (<<1- —22) (1 +v>>’€) ) (70)

L’expression trace(e) est sensée représenter la variation relative volumique %OL;’OI. En
petite déformation et dans un repere orthonormé, en tenant compte de l’expression ap-
prochée : \; =~ 1+¢;;, on obtient : ”Oi:ozg’lo ~ ”Ol;;z"lo ~ trace(e), A; représentant 1’élongation
dans la direction ”i” (i.e. \; = L;/Ly).

Dans le cas de I'utilisation de la mesure de déformation logarithmique e; = In();) d’out
In(V) = trace(e), avec V- = vol /vol

Par contre dans le cas des transformations finies (grandes déformations) avec une mesure
d’Almansi (mesure par défaut dans Herezh++) ou la mesure classique de Green Lagrange,
I’expression représente grossierement la variation relative de volume. Dans ce dernier
contexte, la loi reste utilisable, mais la signification des coefficients change, en particulier
le coefficient K ne représente plus exactement un module de compressibilité.

On retiendra donc que les résultats dépendent du type de mesure de déformation utilisé,
dans le cas des grandes déformations (ou transformations finies).

Le comportement se décline aisément en 4 cas particuliers :

1. une seule contrainte est non nulle (ex : traction simple) : utilisée par exemple par
les éléments biellettes,

2. état de déformation plane : utilisée par exemple par des éléments 2D (triangles,
quadrangles)

3. état de contrainte plane : utilisée par exemple par des éléments 2D (triangles, qua-
drangles)

4. état général 3D : utilisée par exemple par des éléments volumiques.

Dans le cas de la recherche du tenseur contrainte, on dispose du tenseur de déformation,
complet pour les cas 3D, 2D en déformation plane et 1D. Pour le cas de contrainte plane,
il est possible d’utiliser explicitement le fait que l'effort normal est nul, ce qui permet
d’obtenir la déformation normale.
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La relation (70) vraie quelque soit 1’état élastique dans le cas du modele de Hooke, per-
met le calcul de la déformation suivant I'axe 3, compte tenu de la nullité de la contrainte,

selon par exemple en mixte :
—v

ey = (1 +3) (71)

1—v
La trace de € s’en déduit. Les termes o3, (o, B =1,2) s’obtiennent alors en utilisant
de nouveau la relation (70).

Dans le cas de l'utilisation de la loi en contrainte plane avec des éléments 2D (plaques,
coques ) ’épaisseur de I’élément varie, et est mise a jour dans le calcul. En particulier
'équilibre mécanique tient compte de la variation de 1’épaisseur. On se reportera a (14.1)
pour le détail du calcul de la mise a jour de I’épaisseur dans un cas générale. Bien noter
que le module de compressibilité utilisé pour la mise a jour de I’épaisseur est toujours,
dans le cas de la loi de Hooke, celui calculé par 'expression (69), quelle que soit la mesure
de déformation utilisée. Ceci peut entrainer une différence entre les plaques ou poutres en
traction, comparées a un calcul en 3D volumique, dans le cas de la mesure d’Almansi, et de
grandes déformations. A priori, il est alors préférable d’'utiliser une loi hyperélastique. On
se reportera a (14.3) pour plus d’information. Noter également qu’il est possible d’utiliser
la mesure de déformation logarithmique avec la loi de Hooke. Dans ce cas en traction
simple, les calculs 3D et contraintes planes donnent les mémes résultats (cf. 14.3).

Enfin, il est possible de définir un module d’Young thermodépendant, selon une fonction
quelconque, définie soit a ’aide des fonctions analytiques déja définies dans Herezh++ ou
soit via un tableau de points.

4 ot
3.1 Opérateur tangent Do
On part de l'expression (70) que 'on réécrit sous la forme condensée :
o= (ul)I+ae (72)

Ou encore : B B ' ’
o = 1.g" +ag epy §7 G (73)

On suppose que la mesure de déformation est celle d’Almansi. Dans ce cas nous avons :

8 Kl ki
= g —2¢
85kl g
95" -
— —924 ~ gl 74
Den 9" g (74)
D’ou le calcul de I'opérateur tangent :
ol oL . g - agr . D™
= « ~1J Lo Is RN 5]97‘ 5lm ATE A + Q9 Epm ~Amj + Q9 Epm N
Oer 1 O g 1 D 2 g g 2 Den g 2 g Oens
— al(gkl —9 8kl)§ij - 2alIa gzk gjl + s gzk gjl
—2(){2 Erm grk gil gmj - 2042 Erm gri ng gjl
_ nij akl ~ij _kl . 1) &t git — ~il _jk ik Ajl
= g 3" = 2g7M + (a2 = 20012) G ' — 20 (9" 4+ ™ G (75)
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En notation tensorielle cela donne pour l'opérateur tangent relatif aux variations des
coordonnées deux fois contravariantes de la contrainte, par rapport aux coordonnées deux
fois covariantes de la déformation, et en ne conservant pour 'opérateur que les termes
qui respectent les symétries, les autres termes disparaissant lors de 'application de la
méthode de Newton avec le PPV :

9 = 3
<3_:> (sym) = I @I -2 I ®e + (g — 2001 ) IQ T —4ay I ® € (76)

Avec la notation suivante :
T'=A® B =1/4.(A%B"+ A* B" + A" B* + A BMgog0ap0a (77

Explication :
Les tenseurs de contraintes et de déformation sont symétriques. Dans une méthode de
Newton, on va déterminer un incrément de contrainte via la relation :

Ao = 1/2(Ac"” + Ag")

oot
TS
— 1/2 (g;j Aey + g‘;z Aslk)
= 1/4 (g;: Aey; + g%: Acy, + g:: Aey + g:; Aelk>
= (G ) A 7

Ceci justifie le calcul de l'opérateur tangent, qui permet d’obtenir par produit dou-
blement contracté, le méme résultat que l'opérateur complet. D’ou la notation ” (sym)”
qui rappelle que la relation (76) ne correspond pas terme a terme a (75). Par contre,
Iopérateur ainsi calculé étant symétrique par rapport a ses deux premiers indices et par
rapport a ses deux derniers indices, il est représenté par seulement 36 composantes.

On peut également consulter (25.3) pour une explication plus générale.

3.1.1 Cas uniquement sphérique

Cas ou seul 'opérateur de la partie sphérique est conservé. En fait, on peut utiliser les
mémes relations que précédemment, avec comme particularités : a; = K et ap = 0 d’ou
le résultat :

((g—”) —KI®I-2KI®e+ (—2KI) I &1 (79)
€

3.1.2 Cas uniquement déviatorique

Cas ou seul I'opérateur de la partie déviatorique est conservé. En fait, on peut utiliser
les mémes relations que précédemment, avec comme particularités : a; = =2¢ = _—E_ ¢

3 3(1+y)
ay = 2G d’ou le résultat en utilisant la formule (76).

36



4 Comportement hyperélastique

Les éléments théoriques concernant ’ensemble des comportements hyperélastiques im-
plantés dans Herezh+-+, sont explicités dans le document ”hyper-elasticite.pdf” . On se
reportera donc a ce document.

5 Comportements hypoélastiques

5.1 Loi 3D isotrope et intégration

Le comportement hypoélastique isotrope implanté est définie par les relations suivantes :

S=uD et I,=K.Ip (80)

avec D le déviateur du tenseur vitesse de déformation, S une dérivée matérielle du
déviateur des contraintes, I, la dérivée de la trace du tenseur des contraintes (= —3 x
pression) et I la trace du tenseur de vitesse de déformation.

Ainsi p est un module qui est analogue a 2 fois le module classique de cisaillement en
petites déformations et K. est un module qui est analogue a 3 fois le module classique de
compressibilité en petites transformations.

On retrouve donc dans ces relations une forme incrémentale de la loi de Hooke. Ce-
pendant il faut noter qu’une loi hypoélastique ne conduit pas nécessairement a un com-
portement réversible. En particulier 1'utilisation de modules i et K. variables pendant
le chargement, permet de simuler une grande variété de comportements, en général non-
réversibles.

Dans I'implantation dans Herezh++-, les parametres de la loi u et K., peuvent étre,
dépendants ou non de la température, et éventuellement dépendant de 'intensité au carré
du tenseur de déformation II. = ¢ : €. On pourrait également envisager d’autres types de
dépendances, a priori il n’y a pas de limitation.

Trois types de dérivée matérielle sont implantées dans Herezh++ : Jauman (cf. 6.1
et 6.3) (c’est-a-dire 1/2 de la somme des dérivées de Lie en mixte dans les deux sens ),
de Lie deux fois covariantes (valeur par défaut), et de Lie deux fois contravariantes. Un
parametre de réglage optionnel permet de choisir entre ces 3 cas.

D’une maniere pratique, la loi de comportement est intégrée par linéarisation de I’équation
constitutive. Considérons un pas de temps At et I'accroissement de contrainte correspon-
dant Ao . Cherchons tout d’abord a intégrer la partie sphérique de la loi :

Alg

EZBKCID d’ou A[U:?)KC At ID (81)

avec Ao = 0y nr — O

Le choix du type de dérivée matérielle intervient au niveau du calcul du terme o; qui
représente la grandeur que 1’on doit transporter de t a t+A t.

Dans le cas d’une dérivée deux fois covariantes nous avons a l'instant final :

AL A

ey =0y(t) T O F (82)
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Pour la dérivée deux fois contravariantes :
ey = 0V(t) G © g (83)

Pour la dérivée de Jauman, on utilise le transport correspondant a la demi-somme des
deux résultats précédents.

Dans le cas de la partie déviatorique, le méme raisonnement conduit a une relation
similaire :

AS =u At D (84)
Au final on obtient alors :
[(t—i-At)O' =K. At Ip+ I(t)g (85)
et B
S(t+At) = U At D + S(t) (86)

5.2 Opérateur tangent g%’:

Remarque Cette partie est construite suivant un canevas analogue au cas de la loi
visco€lastique de Mazwell d’ou des redondances, qui permettent cependant une lecture
mdépendantes.

L’opérateur tangent est utilisé en général (mais pas seulement) pour les équilibres glo-
baux satisfaits de maniere implicite via une méthode de Newton. C’est 'algorithme de
calcul statique utilisé par défaut dans Herezh++. L’opérateur tangent est par exemple
également nécessaire pour un calcul Umat classique, ainsi que pour l'application des
contraintes planes et doublement planes.

Dans le cas ou d’un calcul Umat classique, les calculs s’effectuent dans une base de
travail orthonormée. Actuellement, les cinématiques sont considérées irrotationnelles, ainsi
les dérivées temporelles sont directement effectuées dans le repere de travail. L’idée est
que le programme qui utilise I’'Umat a déja effectué les transformations de repere.

Dans le cas général (en dehors du cas de I'Umat classique) on doit prendre en compte la
variation des bases. Comme pour le cas de I’élasticité linéaire, on suppose que la mesure
de déformation est celle d’Almansi (qui est la mesure native d’Herezh).

Le paragraphe 3.1 fournit une partie de la réponse c’est-a-dire les informations liées a
la déformation. Concernant la vitesse de déformation en utilisant la relation 104 ce qui
conduit a la relation 108 :

% - L(sk(sl.
8ekl At v
D’ou pour la trace en tenant compte de I'expression 74, s’écrit 109 :
2 = = —00.g" +Dyj— =—3g" —2D;; g% ¢’
&skl 8€kl At ]g + ]8€kl Atg 199
— 1_ng —9 Dkl

At
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Pour le tenseur vitesse de déformation on aura de maniere similaire on obtient la relation
110 :

oD’ OD;eg% 997
(A e _ 5k51 ~ej D'Le (5k lj -9 D ~ek ~jl
&skl (‘%kl At ed + aékl A g g
1 .
S
At Z ’Lg

En deux fois contravariants (111) :

oDy a(§“D))

O Oy
dgle .. 9D
= DI 4 e ¢
(%kl e+g aEkl

= 2l g (50t 2 Dt

At

1
— 2gllej + (_

sikali _ o pik il
Atg g g )

et pour la partie sphérique (112) :

oIpg”)  9(D:g¥) OD: e +D55§ij
Oew  Oew Oew” “Oep
Lo i Kl ~ij ~ik Al
= gMgi — 2 DMgi — 9 Degitgl
A 070 g

Nous avons maintenant les différents ingrédients pour calculer I'opérateur tangent. Rap-
pelons la forme de la contrainte totale pour une discrétisation temporelle a 1 pas et une
intégration implicite :

0 = 1/3 (K. At Ip+ T,) g9+ (At (DY =1/3D59) + 53))  (87)
Les variations de §¥ sont données par les relations 74 que 1'on rappelle ici :

0§
85kl

Les variations de DY et D¢ ont déja été calculées, reste la variation du terme Séf)
qui dépend du type de transport effectué. Le chapitre 6.3 décrit le calcul de 'opérateur
tangent en fonction du type de transport.

On obtient alors :

80“ Kc Akl ~igf kl A ~ik ~ gl
= — U _ 92 At (DMg" + DG
e 3 (9"g (DMg c"q"))
~ik Alj ~ik Mlj ik ~jl 1‘Ak:lAij 2 At kl ~ij e ik jl
+u gg—QAt(gD—i—Dg)—ggg —f—T(Dg + D:g )
S (t)¥
M ek
01 py L
+1/3 (gwi—ﬂm q* gﬂ) (88)
Oz
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En notation tensorielle cela donne pour l'opérateur tangent relatif aux variations des
coordonnées deux fois contravariantes de la contrainte, par rapport aux coordonnées deux
fois covariantes de la déformation, et en ne conservant pour 'opérateur que les termes
qui respectent les symétries, les autres termes disparaissant lors de 'application de la
méthode de Newton avec le PPV (cf.25) :

(5), -

o] &

(I®I—2At <I®D+IDI<§I))

* * 1 2 At *
+u (I@I—ZAt <2I®D>—§I®I+T<I®D+IDI®I>)

i (82—?) +3 (W) (89)

Dans cette derniére expression, contrairement & I’expression avec les composantes (88),

on a regroupé la variation de la trace de o(t) transportée, car ses différentes expressions

suivant le type de transport, sont calculées plus précisément dans le paragraphe 6.3.
Pour optimiser les temps de calcul, les coefficients des tenseurs du quatrieme ordre sont

regroupeés.
Oe N 3 3

2 (K, — ) At T
+( ( 0) D

Ior
3 +u> &

+(—4;U—?t§) Iép1 s
o ( de >4_|”+3( Oe > (90)

On rappelle la notation cf. 539 :
T'=A® B=1/4.(A%.B" + A% B" + A" B* + A" B*)3, ® §; ® o @ &1

Dans le cas ou seule la partie sphérique de la loi est retenue, ou bien seule la partie
déviatorique, on fait I’hypothese de ne conserver respectivement que les termes facteurs de
K. ou que les termes facteurs de p. En fait, il s’agit d’une simplification, car le déviateur
des contraintes, transporté, peut contenir un terme sphérique non nul suivant le type de
transport. On fait 'hypothese de ne pas en tenir compte dans le calcul de 'opérateur
tangent, en supposant que son influence est négligeable.

Remarque Concernant le calcul des énergies, il est fait 'hypothese dans le post-
traitement que l’énergie activée pendant le pas de temps est de type "élastique”. En
fait, suivant ’évolution des parametres K, et pu, la loi peut simuler un comportement qui
n’est absolument pas réversible. Il faut alors par exemple se référer au bilan d’énergie
sauvegardé sous forme ”élastique” entre une charge et une décharge pour statuer plus
précisément sur la nature des énergies échangées et donc du type de loi simulé. Cette ana-
lyse ne peut pas (a priori) étre réalisée pendant le calcul, d’ou le rangement de I’énergie
activée par défaut dans la zone ”énergie élastique”.
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5.3 Loi 3D orthotrope entrainée et intégration

La modélisation s’appuie sur une analogie avec 1’élasticité orthotrope entrainée, présenté
en 9. La loi est associée a un repere d’anisotropie, qui est initialement orthonormé puis
peut évoluer grace a une opération de transport. On se reportera a 11 pour le détail des
transports disponibles.

Supposons connu un repere d’orthotropie orthonormé nommé (Z par la suite (a= 1..3).
Dans ce repere les relations de comportement s’écrivent :

deyy = E(dgn — Vipdogy — V13d033)
degg = Eiz(—deUn + dogg — vo3dos3)
deszs = Eig(—ygldan — Usadog + doss) (91)
et
degy = 5 Gabdaab avec a#b (92)

NB : Remarquons que la variance des coordonnées n’a pas d’importance ici initiale-
ment, car le repere est orthonormé. Par contre, une fois déformée il faut tenir compte de
I’évolution du repere.

D’une maniere analogue a l'orthotropie classique on retient les mémes relations de
symétrie simplificatrices :

V2 TV M3 Vs —Vas V32 (93)
Ey E, ' B Es ' B E3
L’intérét de ces relations est que dans le cas de coefficients matériaux constants, on re-
trouve par intégrations la loi d’orthotropie entrainée. Néanmoins ces relations ne sont pas
obligatoires (elles ne peuvent pas découler d’une hypothese d’un accroissement d’énergie
convexe comme pour l'orthotropie classique), elles sont retenue ici pour simplifier le
modele en diminuant le nombre de parametre matériau.

Dans un cas général, c’est-a-dire avec des parametres matériau qui varient en fonction
de I'histoire du chargement et du contexte, la loi hypoélastique ne conduit pas & un com-
portement intégré hyperélastique, ou méme réversible. En fait, les parametres matériau
correspondent a un comportement localement tangent, qui intégré, peut permettre de
représenter une large gamme de comportements quelconques réversibles ou non.

Remarque Le comportement final intégré pouvant-étre assez quelconque, il appartient
a l'utilisateur de vérifier la cohérence du choix des parametres matériau avec les principes
de la thermodynamique, en particulier le second principe pour les comportements non
réversibles.

6 Loi viscoélastique de Maxwell

6.1 Loi 3D et intégration

D’une maniere phénoménologique, la loi isotrope viscoélastique de type Maxwell est la
composition en série d'un ressort et d'un amortisseur. Une premiere extension au compor-
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tement classique est la possibilité d’intégrer un comportement élastique pure pour la partie
sphérique, ou un comportement visqueux différent de celui pour la partie déviatorique. La
partie sphérique élastique peut ainsi étre soit identique a une loi de Hooke c’est-a-dire sans
viscosité ou soit avec une évolution visqueuse. La partie déviatorique est systématiquement
visqueuse. Ainsi la loi s’écrit pour la partie sphérique dans le cas sans viscosité :
E
I,=—-1I 94

7 (1-2v)"° (94)

I, et I, étant les traces des tenseurs contraintes et déformations. Et dans le cas avec

viscosité :
1 . I,

Ip=—1I,+— 95
D=3y + " (95)
Avec 3K = E/(1 —2v)
Pour la partie déviatoire on a :
_ 1. S
D=—85+— 96
ehd (96)

avec D le déviateur du tenseur vitesse de déformation et S une dérivée matérielle du
déviateur des contraintes. Les parametres de la loi sont ainsi le module d"Young E, le coef-
ficient de Poisson v, la viscosité i , qui peuvent étre, dépendants ou non de la température,
et éventuellement (mais ce n’est pas obligatoire) une viscosité sur la partie sphérique .

Trois types de dérivée matérielle sont implantées dans Herezh++ : Jauman (c’est-a-
dire 1/2 de la somme des dérivées de Lie en mixte dans les deux sens ), de Lie deux
fois covariantes (valeur par défaut), et de Lie deux fois contravariantes. Un parametre de
réglage optionnel permet de choisir entre ces 3 cas.

Une deuxieme extension a la loi classique est la possibilité de choisir une viscosité non
linéaire pour la partie scission. Ceci s’effectue par la définition d'une fonction multiplica-
tive f(I1 D) définie a la suite du mot clé "fac_mu_cissionD=". La viscosité indiquée est
alors multipliée par f(I1,;;p) calculée en fonction du taux de cisaillement en cours.

D’une maniere pratique, la loi de comportement est intégrée par linéarisation de I’équation
constitutive. Considérons un pas de temps At et 'accroissement de contrainte correspon-
dant Ae. Cherchons tout d’abord a intégrer la partie sphérique de la loi (cas d’une
viscosité pour la partie sphérique). A partir de (95) nous avons :

Al I, Io, A
—":3K(1D——>:3K(1D—&——") (97)
At Hp Hp Hp
don 3 K At I
Hp (t)o
Alg = Ip— 98
7 (up+3KAt)(D u,,) (%8)

Le choix du type de dérivée matérielle intervient au niveau du calcul du terme o; qui
représente la grandeur que 1’on doit transporter de t a t+A t.
Dans le cas d’une dérivée deux fois covariantes nous avons a l'instant final :

Ty =0y(t) T 0§ (99)
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Pour la dérivée deux fois contravariantes :
ey =07 (t) G © g (100)
Pour la dérivée de Jauman, on utilise le transport correspondant a la demi-somme des

deux résultats précédents.

Dans le cas de la partie déviatorique, le méme raisonnement conduit a une relation

similaire :
AS = M D — % (101)
 (u+2G A [
Au final on obtient alors :
3K Atp, 1
levane = 00255 A ( PTIR AtI(“") (102)
et
Supay = 2G4 (5, 1 g (103)
(HAD T (12 G AL 2GAn~Y

6.2 Opérateur tangent

Deux types d’opérateurs tangents sont nécessaires : la variation des contraintes par rap-
port aux ddl, et la variation des contraintes par rapport aux composantes de la déformation
(pour le fonctionnement Umat par exemple ou encore de contraintes planes...).

Le calcul de la contrainte faisant intervenir la vitesse de déformation, il nous faut
connaitre sa variation. Pour cela, cette derniere est linéarisée selon :

Ag;;
Di' ~ = 104

don oD, 1 0
i U (105)

addl — At dddl
D’une maniere plus exhaustive, a partir des relations (102) (103), les termes susceptibles
de varier, en dehors de la vitesse de déformation, sont : le coefficient de viscosité non
linéaire (IIp) et la contrainte o) transportée de t a t-+At.
Pour le premier terme a partir de la définition 1T D= D:Dona:

o , 0D
addl ~ =" dddl
avec ' la dérivée de la fonction p : p/(x) = dp/dx
Pour le second terme, le résultat dépend du type de transport. Dans tous les cas, la
dérivée des composantes transportées, exprimées dans la base de transport, est nulle.
Ensuite, lorsque 1’on change de base il faut tenir compte de la variation des composantes
de la métrique.
Par exemple, supposons que 'on considere un transport deux fois covariants, et que
I’on cherche a connaitre la variation des composantes mixtes on a :

do]  9gh
addl ~ ™" addl

D (106)

(107)
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Dans le cas ou d'un calcul Umat classique, les calculs s’effectuent dans une base de
travail orthonormée. Actuellement, les cinématiques sont considérées irrotationnelles, ainsi
les dérivées temporelles sont directement effectuées dans le repere de travail. L’idée est
que le programme qui utilise 'Umat a déja effectué les transformations de repere.

Dans le cas général (en dehors du cas de I'Umat classique) on doit prendre en compte la
variation des bases. Comme pour le cas de 1’élasticité linéaire, on suppose que la mesure
de déformation est celle d’Almansi (qui est la mesure native d’Herezh).

Le paragraphe 3.1 fournit une partie de la réponse c’est-a-dire les informations liées a
la déformation. Concernant la vitesse de déformation en utilisant la relation 104 :

oD;; .
as,d] = Eél . (108)

D’ou pour la trace en tenant compte de I'expression 74 :

aDzZ _ aDijgl —(ﬂcél Azj Z] ag” _ Lgkl —9 Dij gikz gjl
65kl aEkl At j 8Ekl At

L. ~kl kil
_ i _9p 109
N (109)

Pour le tenseur vitesse de déformation on aura de maniere similaire :

oD! 0D, % g
A e 5k5l ~ej D 5k lj 2 D ~ek ~jl
85kl ngl At i 0ed + 65kl A g g
1 .
= kgl — 2 Dhyt 110
KL P9 (110)

En deux fois contravariants :

oDY d(g*“D?)

ek ek
oge . . 0DI
B ek Dé i gwﬁ
= —29™ D] + g <Ait5§glj —2 ngﬂ)
= —2§"*DV + (Aitg“fg’j -2 D“fgﬂ) (111)
et pour la partie sphérique :
enij e )
81/55;9 = 1/3 ggj 7 +1/3D; ggkl
= ﬁgk“” 2/3 DM —2/3 Dig™ g (112)

Nous avons maintenant les différents ingrédients pour calculer 'opérateur tangent.
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Cas ou la partie sphérique est non visqueuse
y y y Sy
oV =KI.g" + f3 (D” —1/3D¢g" — ﬁ) (113)
1

2 G At p
avec Lo An — 15}

Les variations de I, et §“ sont données par les relations 74 que ’on rappelle ici :

ol Ny

= —2 &M
Oy g
95" ko
— 924 ~ gl
Dens 9 g

Les variations de D% et D¢ ont déja été calculées, reste la variation du terme Sif)
qui dépend du type de transport effectué. Le chapitre 6.3 décrit le calcul de l'opérateur
tangent en fonction du type de transport.

On obtient alors :

60’” ﬁ ~ii Akl ~id _kl 5 5 ~ik A7l
— (K — L) gl " 2K guM ¢ (KT + 2 — 21p) gi* ¢
S ( 3At)g i G + ( t T3 p) 9" §
26 .. o . o ()4
+ ?)ﬁguDkl_25 (gle]k+le g]l)_é% (114)
no Ok

En notation tensorielle cela donne pour l'opérateur tangent relatif aux variations des
coordonnées deux fois contravariantes de la contrainte, par rapport aux coordonnées deux
fois covariantes de la déformation, et en ne conservant pour l'opérateur que les termes
qui respectent les symétries, les autres termes disparaissant lors de 'application de la
méthode de Newton avec le PPV :

oo B I6] B B *
208 * B (0o(t)
+?I®D—4BI®D—;<W> (115)

On rappelle la notation cf. 539 :
T'=A® B=1/4(A%B"+ A" B"+ A" B" + A" B*)§; ® §; @ §p ® g

Cas ou la partie sphérique est visqueuse

ij I(t+At)0'Az“ ij € ~ij SZZ)
0 = H%50 15| DY —1/3D557 - =0
W

« 1 Sg)
= — e, - P iy enij _
3 (De + 3K AtI(t)U> g —i—ﬁ (D 1/3D6g p ) (116)
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avec —QGA“‘) =0

3K At pp o et
(up+3 K At) — (u+2 G At) —

Tous les termes constitutifs de ¢ ont une variation connue ce qui permet de calculer
Iopérateur tangent final.

Oo¥ (@=08) i om 20@+08) i m
_ i gt _ 20t D) i

Bo(t)s

o Oew
Ty ( 9 aaI;:) ~2 L0 5 gﬂ> ()
En notation tensorielle cela donne pour l'opérateur tangent relatif aux variations des
coordonnées deux fois contravariantes de la contrainte, par rapport aux coordonnées deux

fois covariantes de la déformation, et en ne conservant pour 'opérateur que les termes qui
respectent les symétries :

do  (a=p) _ 2(a+B)
(E)“| = A 11 5 1oD
olp (B p * *
+(T+E—§ID) I®I—-431&® D
ﬁ 80'(0 « 8(10(15) I)
‘;( De )--|H+9KAt( de > (118)

Dans cette derniére expression, contrairement a I’expression avec les composantes (117),
on a regroupé la variation de la trace de o(t) transportée, car ses différentes expressions

suivant le type de transport, sont calculées plus précisément dans le paragraphe suivant :
6.3.

DAY
Ok

6.3 Opérateur tangent pour les tenseurs transportés

Lors de T'utilisation de lois incrémentales s’appuyant sur de calcul de dérivée objec-
tive, il est nécessaire de transporter d’un incrément a l'autre, les grandeurs supposées
constantes relativement au type de dérivée retenue. Dans cette partie on considere 3
types de transport : transport deux fois covariant cohérent avec la dérivée de Rivlin ou
dérivée de Lie deux fois covariantes , transport deux fois contravariants cohérent avec la
dérivée d’Oldroyd ou dérivée de Lie deux fois contravariantes , transport mixte cohérent
avec la dérivée de Jauman (ou co-rotationnelle) ou mixte de Lie. Pour ces trois trans-
ports, nous allons déterminer 'opérateur tangent correspondant a un tenseur A donné.
On suppose que la mesure de déformation est celle d’Almansi.

6.3.1 Transport deux fois covariant

D’une maniere pratique on suppose un tenseur A dont on connait les coordonnées
A% a linstant t et qui est transporté a t + At de maniere deux fois covariante. On a
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done A, = A;i(t) dott TATAY = gie A4 (1)§77, ce qui permet de calculer I'opérateur
ot J J .t g )y

tangent :

P ttAtAz‘j Dy ‘ , agfj , ‘ . .
.. — Ae ¢ ~fj + AzeAe t — AzkAelAe t ~fj + AzeAe t ~fk Al 119
- Do Aer (97 + 0 Acs(t) 5 = G709  Aes ()97 + 5" Aes (05757 (119)
En notation tensorielle et en ne conservant pour 'opérateur que les termes qui respectent
les symétries :
0A *
— =21 A 120
(%) —21é . (120)
Concernant la trace on a : ' 4
TAAL= Aig(t)g” (121)
d’ou t+At f
07 AS ag’¢
et e Ae t = Ae t gl get 122
4 = A5 = A3 (122)
et N g
1 a A(C; QU 1 ~fkrel ~1j e ~ik ~j
) = 5 (A gt g7+ AL g ) (123)
3 &e‘kl 3

En notation tensorielle et en ne conservant pour 'opérateur que les termes qui respectent
les symétries :

L (0L e X "(1e a+1 I&1 124
s (TR) malre A 1éa) 12y

6.3.2 Transport deux fois contravariants

On suppose un tenseur A dont on connait les coordonnées A & l'instant t et qui est
transporté a ¢t + At de maniere deux fois contravariants. On a donc =A% (¢t + At) = A%(t)
d’ott un opérateur tangent nul :

9 Al
=0. 125
en (125)
Concernant la trace on a : ' '
't't+AtA§ — Azf (t)gfz (126)
d’ot1 en tenant compte qu’avec la déformation d’Almansi : g;; = 2¢;; + ¢45
) i.t+AtAe agf
—t e — A ()2 =2 AY (1)ohs! = 2 ARt 127
o (152 ()33t =2 A1) (127)
et AL ge gij
L/0y 9" 1 Lij e Ak Aj
- t _ = (Akl(t) g] 4 i.tJrAtAe g k gjl) (128)
3 &ekl 3

En notation tensorielle et en ne conservant pour 1’opérateur que les termes qui respectent
les symétries :

1 ol {t+AtA 1 1 I AT I * I 199
(T el arrerén) e
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6.3.3 Transport mixte

On suppose un tenseur A dont on connait les coordonnées A & l'instant t et qui est
transporté a t+At de maniere mixte. On a donc yAY (t+At) = 1/2(  AY(t+At)+ ~AY(t))
d’ou 'opérateur tangent :

0 JAY(t + At)
O

=1/2(3% g Aes ()G77 + 5 Acp ()5 %57 (130)

En notation tensorielle et en ne conservant pour I'opérateur que les termes qui respectent
les symétries :

0A *
by =1 A 131
(56)»|.. ® . (A) (131)
Concernant la trace on a :
SOTAL = 1/2(A (0" + AY(8)gg) (132)

d’ou en utilisant les résultats du transport deux fois covariant et deux fois contrava-
riant, on a en notation tensorielle et en ne conservant pour 'opérateur que les termes qui
respectent les symétries :

l 8I tJ+tAtA I _
3 Oe y

6.3.4 Parametres matériaux évolutifs

(I@ ,,A+It¢AtA IQI+I® __A+IttAtA I®I)

=

(133)

Il peut-étre intéressant de faire varier les parametres matériaux en fonction de I’évolution
du calcul. Dans une premiere étape deux dépendances sont possibles, via une fonction
d’évolution pouvant dépendre :

1. de I'intensité du déviateur de vitesse via la grandeur : Q py = V D:D

2. de l'intensité du déviateur de déformation via la grandeur : €mises = 1/(2./3. (€ : &)
Se pose alors la difficulté de calculer I'opérateur tangent gg—z dans le cas ou les pa-
rametres matériaux évolues.

Supposons que

6.4 Cas des contraintes planes

Il est possible de définir dans certains cas, une expression explicite du calcul de la
contrainte et de 'opérateur tangent, pour des conditions de contraintes plane.
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6.4.1 Cas avec viscosité sphérique

Dans une premiere étape, on considere une viscosité sur la partie déviatorique et sur
la partie sphérique : équations 102 et 103. En ajoutant la partie sphérique et la partie
déviatorique de la contrainte, on obtient le tenseur complet. La condition de contrainte
plane s’exprime traditionnellement sur la direction 3, qui pour nous sera orthonormée
d’otu la variance n’a pas d’importance pour la direction 3.

1 _ 1
0=a/3.(Ip+—c1Tu. D+ ———53 134
3K At pp 2.G A _
avec ¢ s A #At) =aet ;53 a A GtA"%) =4
Sachant que : )
Ip=D)+Dj et Dj=2/3D3—1/3(D2) (135)

I'expression 134 permet de calculer D3

a+28 1 1 ,
_ D3 — (D I 1/3(D7) 4 ———
3 3 O‘/g( T 3R At <”")+B< /3( 7)+(2GAt)S3(t)>
Oou encore
1 30 «
D3 — —a)Dr - 2P g Y g 1
3 a+ 28 ((6 ) Dj (2 G Ab) S50 T 3/ AL “)") (136)

A partir de cette grandeur on peut déterminer successivement Ip puis D et enfin le
tenseur des contraintes a l'aide des relations générales 3D.

La déformation suivant la direction 3 peut s’approcher a 1’aide d’une hypothese de
linéarisation :

A€33
Ds3 =~ 1
WV (137)
L’opérateur tangent se calcule en tenant compte de :
oD 1 (5 a) oDy 38 0S84 o 0lw, (138)
oddl o +2p addl (2 G At) oddl 3 K At oddl

953 ol
3(t) (t)o ) z :
Sachant que les termes — > et —- 2% ne sont dus qu’au mécanisme de transport.

Dans le cas ou les parametres de viscosité sont eux-mémes dépendant de la déformation
sous forme d’une relation par exemple non linéaire il est difficile de tenir compte dans
cette relation de la sensibilité & D3. D’ol par simplification on ne tient compte que de la
dépendance aux termes D7 ce qui conduira sans doute a une vitesse de convergence dans
le cas d’un algorithme de Newton, plus lent que dans un cas 3D.

6.4.2 Cas sans viscosité sphérique

Par rapport a I’étude précédente, la relation 102 est remplacée par 94 que ’on approche

par linéarisation :
E . 1 — 1
P p_ix~ (t+At)0'At (o (139)




ou encore
Lirano =~ Iyo + 3KAL(DY + Dj) (140)

L’assemblage de la partie sphérique a la partie déviatorique permet d’obtenir la forme
complete du tenseur des contraintes d’ou I'hypothese de contrainte plane :

1
et en terme de déformation suivant 3 :
D3 = ; (B —3KAt)DY — 1 — iS:}’ (142)
37 3KAL+ 28 v 0T TG A TR0

Cette expression est analogue a 136 et conduit donc aux calculs de I'p puis D et enfin
le tenseur des contraintes. Elle permet également de calculer I'opérateur tangent.

En fait cette expression n’est pas cohérente avec la maniere dont est calculée la contrainte
dans la pratique a savoir la relation 94 que ’on va réécrire de la maniere suivante :

E 3 3
Io‘ = m(E(t‘{’At)z‘i‘E(t)g‘i‘Dg) (143)
De plus, quellesque soient les opérations de transport (de Lie ) le tenseur transporté
conserve les conditions de contraintes planes. On doit donc avoir ag’(t) = 0 d’ou Sg’(t) =

—Iyo /3 = —5],/3. d'ott la forme finale :

= ! T— ¥ _ 36 y
D; = 3KAL+ 28 (BD7 3K (e(t+ At)) +e(t)3) EY S (t))
— 1 v 5
= SRATT (51)7 3K (e(t+ At)] +e(t)3) + EXer) I(M) (144)
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7 Comportement d’hystérésis déviatorique

7.1 Introduction

Le modele proposé s’appuie sur de nombreux travaux de recherche. Nous proposons,
dans ce chapitre, d’en retracer brievement I’historique. Ce modele a été initialement im-
planté dans le logiciel Herezh dans une version écrite en Fortran 77 (f77) (1992-1997)
puis dans une version en C++ (2002-...). Les modeles et les algorithmes utilisés reposent
principalement sur les travaux de Denis Favier | | et de Pierre Pégon [7].
Cependant dans le cas du code Herezh++, des développements originaux ont également
introduit a travers différentes collaborations avec Guilhem Bless (en particulier concernant
une nouvelle technique de détection et de gestion des points d’inversion), Hervé Laurent
(loi Hyper-visco-hystérésis ), Denis Favier (sur tous les aspects de 1'hystérésis), que je
tiens a remercier.

7.2 Historique succinct du modele d’élasto-visco-hystérésis

Le modele d’élasto-hystérésis a été présenté initialement par Pierre Guélin en 1980
[ |. Durant une dizaine d’années, il a été approfondi et validé expérimentalement.
L’objectif initial était la modélisation des Alliages & Mémoire de Forme (AMF'). Un certain
nombre d’applications ont ensuite concerné des matériaux divers (inox, matériaux granu-
laires, élastomeres,...). Ces travaux se sont concrétisés par deux documents importants :
les theses d’état de Denis Favier| ] et de Pierre Pégon [?].

La modélisation de phénomenes cycliques est 1’objectif principal de ce type de loi. Ce
modele ayant, en effet, peu d’intérét dans le cas d’'un chargement monotone.

L’originalité de ce modele provient de la prise en compte de la partie d’hystérésis sous
forme d’une mémorisation discrete. L’idée principale repose sur des états discrets des
variables thermodynamiques globales telles que la puissance ou les énergies mises en jeux.
Notons également que I'on cherche avant tout, une modélisation phénoménologique méme
si le comportement décrit peut s’expliquer et s’analyser au niveau microscopique.

Par rapport aux modeles classiques de plasticité (car 1'hystérésis s’apparente a de la
plasticité), la modélisation s’appuie sur un concept de décomposition des efforts intérieurs
plutdt que sur celui beaucoup plus classique de décomposition des déformations (déformation
élastique, déformation plastique visqueuse ...)

The superposition of stresses states that the Cauchy stress tensor o is expressed from
the contibutions of :

— an hyperelastic or reversible stress contribution of Mooney-Rivlin, named o, time

and loading path independent,

— a viscoelastic stress contribution, named o,, which can be divided in several parti-
cular elementary contributions. This contribution is time dependent,

— a pure hysteresis stress contribution, named o, only deviatoric. This contribution
is time independent but follows incremental parameter. The hysteretic stress contri-
bution depends on the loading path and takes into account an irreversible part for
any loading.
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The Cauchy stress tensor is then expressed by the relation :
o=0.+0,+ 0}, (145)

The superposition of hyperelasticity, viscosity and hysteresis stress contributions allows
reversible, non-reversible and viscous phenomena to be described together. The above
relation 145 defines an elasto-visco-hysteresis tensorial scheme, analogous to the elasto-
hysteresis one, each contribution being presented in the following part.

7.3 Hysteresis contribution

The hysteresis model, adapted to cyclic loading condition, is composed of an incremental
behavior law (constitutive law) and an inversion and crossing point management algorithm
during the cyclic evolution path.

For not heavy the notation, the subscript h is not used in this section but all stress
depends on this hysteretic contributions in the following.

7.3.1 Cercles neutres

Le terme ”cercles neutres” désigne un ensemble d’hypersurfaces dans ’espace des contraintes.
Dans le cas particulier des cinématiques irrotationnelles, ces surfaces sont décrites exhaus-
tivement dans le plan déviatoire par des cercles de rayons allant de zéro jusqu’a l'infini
et emboitées, comme des poupées russes, les uns a l'intérieur des autres. Ces surfaces
sont de méme nature mécanique que les surfaces de charge des modeles élastolastiques
plus classiques. Ces cercles sont qualifiés de "neutres” parce que la dissipation intrinseque
du modele est nulle lorsque la contrainte suit un chemin de chargement compris dans
I'une de ces surfaces ou sur un de ces cercles. Bien que ces cercles neutres n’interviennent
pas explicitement dans 1’écriture du modele d’hystérésis pure, ils sont a la base de sa
construction (| ]). C’est pourquoi nous les présentons ici au lecteur, afin de
mieux comprendre les objets, qui vont suivre lors de la présentation de l'algorithme de
gestion de la mémoire discrete. Le caractere de cet ensemble de cercles neutres utile au
modele d’hystérésis pure est la position de ces cercles les uns relativement aux autres.
Cette position évolue au cours du chargement mécanique comme nous allons ’expliquer
a présent. La position initiale, ¢’est-a-dire pour un matériau vierge de tout chargement
mécanique, est représentée a la figure 3, ou les cercles sont tous concentriques autour du
point de contrainte nulle. La position des cercles est ensuite fonction du chemin suivi par
la contrainte depuis I’état vierge du matériau. Tant que la contrainte se déplace vers des
cercles toujours plus grands, la position reste inchangée; c’est le cas des chemins 1 et 2
de la figure 3. Par contre, lorsque la contrainte se dirige vers des cercles plus petits, alors
la position change brutalement ou instantanément de sorte que :

— les cercles plus grands ne changent pas de position,

— les cercles plus petits se déplacent pour venir au contact du point courant représentant

la contrainte, tout en respectant ’emboitement des cercles les uns dans les autres.
Ce mouvement est illustré a la figure 4 par les chemins 3 et 4, succédant au chemin 2. Le
méme raisonnement est appliqué pour les chemins 5 et 6 de la figure 5, succédant au che-
min 4. L’évenement décrit par ces mouvements instantanés des cercles neutres, ci-dessus
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o Cercles
Plan déviatoire neutres
des contraintes 4

FIGURE 3 — Position des cercles neutres pour un matériau vierge de tout chargement
mécanique.

Plan déviatoire
des contraintes
| Ca
B
chemin 4
chemin 3
/ / -4

FIGURE 4 — Position des cercles neutres apres une inversion du chargement au point A.

présentés, est appelé inversion, puisqu’il généralise la notion simple d’inversion du charge-
ment mécanique dans le cas unidimensionnel, de la traction par exemple. L’algorithme de
gestion de la mémoire discrete vise a mémoriser, entre autres, la contrainte a ces instants
d’inversion. Elle sera alors notée par la suite

O R, (146)

ou R rappelle un caractere de référence de cette contrainte qui sera utilisée par 1’équation
constitutive du modele et ou ¢ est le numéro d’ordre de l'inversion associée, indiquant
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Plan déviatoire
des contraintes

FIGURE 5 — Position des cercles neutres apres deux inversions du chargement aux points

A et B.

par la le nombre d’autres inversions précédemment mémorisées par l'algorithme. L’entier
1 sera 1 pour le point d’inversion A et 2 pour le point d’inversion B de la figure 5. Une
autre contrainte associée a une inversion est utile a ’algorithme de mémorisation. Elle est
notée

oo, - (147)
Elle est la contrainte déviatoire au centre du cercle neutre & I'instant de la ¢®™ inversion ;
le cercle C'y pour la premiere inversion et le cercle C'z pour la seconde inversion de la

figure 5. Nous noterons sans numéro d’ordre ¢
o R et o [0 (148)
les contraintes relatives a la derniére inversion ayant eu lieu. Enfin, nous noterons

o (oue) , 60, et R (149)

respectivement, la contrainte déviatoire actuelle, la contrainte déviatoire au centre du
cercle actuellement traversé par &; et le rayon de ce dernier. Apres les inversions, un
second type d’évenement, appelé coincidence, est privilégié par le mouvement des cercles
neutres. Ces évenements ont lieu lorsque la contrainte traverse un cercle associé a une
inversion précédente. Deux coincidences arrivent lors du chemin 5 a la traversée des cercles
Cp puis Cy4 sur la figure 5. La position des cercles neutres change alors instantanément,
de sorte que :

— les cercles plus grands ne changent pas de position,

— les cercles plus petits retrouvent leur position précédant I'instant d’inversion associée

au cercle traversé.

Tout se passe comme si les traces de l'inversion associée au cercle traversé sont effacées.
Par exemple, sur la figure 5, lorsque la contrainte sur le chemin 5 traverse le cercle Cp,
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les cercles de rayon inférieur a C'g retrouvent leur position telles que sur la figure 4. Et
de méme, a la traversée du cercle Cy, les cercles plus petits retrouvent leur position de la
figure 3. Le terme premiere charge désigne un chargement mécanique au cours duquel les
cercles neutres sont tous concentriques autour de l'origine comme présentée a la figure 3.
Un tel type de chargement est rencontré lorsque l'on commence a solliciter un matériau
vierge, mais également a la suite de suffisamment de coincidences pour effacer toute trace
d’inversions précédentes. Ainsi, sur la figure 5, lors du chemin 5 et au-dela de la traversée
du cercle C'4, le matériau retrouve un chargement de premiere charge. Le terme trajet
radial désigne une portion de chemin de chargement tel que, dans le plan déviatoire de la
contrainte :
— elle soit selon une ligne droite,
— cette ligne droite parte du dernier point d’inversion, autrement dit le point représentant
la contrainte &g,
— et dans le cas particulier de la premiere charge, les trajets radiaux partent de ’origine
du plan représentant la contrainte nulle.
Le terme dual de radial est neutre. Un trajet neutre est une portion de chemin de char-
gement telle que, dans le plan déviatoire de la contrainte, elle se situe sur ou le long d'un
cercle neutre.

7.3.2 Incremental behavior law

From the outset, rheological models containing elastic and slip elements have been
considered to be derived from a general pure hysteresis model (| |). The ma-
terial is assumed to be isotropic and the hysteresis contribution is only deviatoric. The
constitutive relation is obtained by time integration of relation :

o =2uD + PALG (150)
avec :

QA0'2 d-),
2.0 W
21

P = T W Qe (Qan
Qrs = (JARo : AR (151)

sachant que Ao = o — o et W = w cos(a)
Les notations suivantes sont utilisées :
— R est un indice qui représente un instant de référence, appelé instant d’inversion du
chargement,
— t est le pseudo-temps courant (le temps est ici un parametre d’avancement, son
amplitude peut-étre choisit de maniere arbitraire, dans notre cas on le prendra
variant de 0 & 1 sur un pas de temps).

® = Abe:D
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La grandeur & représente la dissipation intrinseque égale a la dissipation d’origine
thermique plus la dissipation d’origine entropique. La grandeur ()a, représente la norme
de I'accroissement de contrainte depuis l'instant d’inversion R.

Dans cette équation constitutive, les parametres matériaux sont ainsi :

— u représentant le module a l'origine du comportement en cisaillement,

— np est le coefficient de Prager, qui gere le passage a la saturation,

— (o est le seuil de saturation en cisaillement.

L’angle de phase o est un angle dans le plan déviatoire de la contrainte. A condition
d’interpréter AL comme un vecteur dans ce plan affine allant du point représentant la
contrainte og & la contrainte actuelle &, et aussi A96 = 6o — 6z comme un vecteur
allant de & & G0, alors « est 'angle formé par ces deux vecteurs associés & AQa et Ala.

Le parametre de Masing w vaut 1 sur le trajet de premiere charge et 2 sur les autres
trajets. Dans le cas de trajet de chargement radiaux, la variation d’angle de phase est
nulle ce qui simplifie ’équation constitutive.

Dans le cas ot 'angle de phase « vaut I1/2, le trajet est neutre, et purement réversible :

o =2uDa& (152)

En retenant comme produit scalaire le produit doublement contracté et la norme as-
sociée : ||A]] = VA : A, le cosinus de 'angle de phase peut étre simplement représenté
par la projection, dans I'espace des tenseurs, de Abo sur A@a, soit :

ALo : A9a

- _ (153)
|A%e || [[A%a]]

cos(a)

Remarque Dans le modele initial (] 1Ll ]) I'angle de phase ¢,
dans le plan déviatoire, entre la projection d’une direction principale et la direction du
déviateur d’un tenseur B était calculé a partir d’ invariants a I’aide de la formule classique
suivante :

«(B.B.B)

cos(3p) = V6 =(BB)"

(154)

Chaque angle de phase ainsi déterminé n’est connu qu’a 7/3 pres ce qui complexifie la
détermination de l'angle o entre les deux tenseurs Abo et A9a | d’on I'utilisation dans
ce travail de la formule (153) qui ne présente pas ce type de difficulté.

7.3.3 Choix de la dérivée objective

L’équation constitutive (150) est une équation différentielle en temps. De maniere a
obtenir des grandeurs intégrées objectives, il nous faut retenir un choix de dérivée tem-
porelle objective. Nous retenons pour notre calcul, dans un premier temps, une dérivée
corotationnelle de Jaumann.

&:%wma+£¢@ (155)

o6



Discussion : Ce choix n’est pas anodin pour les grandes transformations. Dans le
cas ol 'on utilise une mesure de déformation logarithmique, la dérivée matérielle de la
déformation est tres proche de la vitesse de déformation D ce qui n’est pas le cas pour
les autres mesures. Le fait d’utiliser par exemple la mesure de déformation de Green-
Lagrange ou d’ Almansi ne pose pas pour autant de probleme conceptuel puisque I’équation
constitutive proposée ne dépend pas explicitement de la déformation.

Cependant, dans le cas d’une cinématique complexe (en particulier rotationnelle), no-
tons qu’il n’existe qu'un seul repere rigide par rapport auquel 'intégration de la vitesse
de déformation donne une mesure de déformation, il s’agit de la mesure de déformation
logarithmique. La dérivée associée n’est pas alors la dérivée de Jaumann. Néanmoins, dans
le cas de faible rotation, la dérivée de Jaumann en constitue une bonne approximation.

Par contre, dans le cas d'une intégration dans un repere matériel convecté, les dérivées
de Lie deux fois covariantes ou deux fois contravariantes permettent d’obtenir aisément
de vraies mesures de déformation, ce qui est le cas pour la mesure d’Almansi. On voit
donc que d'un point de vue cinématique, les intégrations ou dérivations dans les reperes
convectés sont particulierement intéressantes. La difficulté avec I'utilisation de ces mesures
de déformation réside alors dans la signification de leurs invariants. En effet, seule la me-
sure logarithmique permet d’isoler et comptabiliser facilement la déformation volumique
par rapport a la déformation de forme. Dans tous les autres cas, I’expression représentant
la variation relative de volume en fonction des invariants classiques n’est pas simple ce
qui pose des problemes particulierement ardus en plasticité classique ou le respect d’une
déformation volumique plastique nulle est demandé.

Dans le cadre du comportement hystérétique proposé, le comportement irréversible est
intimement lié & un comportement réversible. Ainsi, il n’y a pas de décomposition possible
(ce qui est voulu d’ailleurs) entre partie plastique isovolume et partie réversible pilotant
le changement de volume. Le probleme de l'utilisation d’invariants ”pratiques” pour la
déformation, ne se pose plus. Ainsi le choix d’'une mesure d’Almansi qui est de maniere
exacte l'intégration deux fois covariantes de D ou d’une autre mesure peut dépendre
d’autres criteres.

Concernant le choix de la dérivée matérielle de la contrainte, il est clair qu’au-dela de
considération d’objectivité, qui impose d’avoir une dérivée qui respecte ce principe, il est
nécessaire de prendre de plus en compte des considérations physiques pour choisir un
type de dérivée. Dans notre cas, de précédentes investigations montrent que la dérivée de
Jaumann, conduit a des résultats en général satisfaisants. Mais seule une confrontation
finale avec 'expérience et prenant donc en compte la physique du matériau, permettra de
valider plus en avant ce choix.

Reste le probleme de la cohérence entre le type de dérivée utilisée pour la contrainte
et le type de déformation associée a D. Si I'on considere, que le choix du type de dérivée
matérielle doit également s’appuyer sur la physique du matériau, il est vraisemblable qu’il
n’y a pas a chercher de cohérence entre d'une part, les dérivées qui s’appliquent a la
contrainte hystérétique, et d’autre part, les dérivées qui s’appliquent a la déformation,
qui elles doivent s’appuyer sur des concepts purement géométriques De la méme maniere,
il n’est pas obligatoire de chercher a utiliser la méme mesure de déformation pour chaque
contribution : visqueuse, hyperélastique, et hystérétique, a condition que toutes les me-
sures employées soient calculées a partir de la méme géométrie initiale et finale. On utilise
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ainsi, le fait qu’intrinsequement, toutes les mesures sont équivalentes.

7.3.4 Algorithme de gestion de la mémoire discrete

L’algorithme présenté est différent de I'algorithme original présenté par exemple par
Pierre Pégon (] ]) et implanté dans la version Fortran77 d’Herezh (|
L’algorithme s’appuie sur les travaux développés par Guilhem Bles. En particulier, I'idée
d’utiliser des hyper-spheres avec différentes bornes a été originalement proposée par Guil-
hem Bles. L’idée est donc de travailler directement dans l'espace des tenseurs d’ordre
2.

D’une maniére analogue au chapitre (7.3.2), on introduit un produit scalaire a I’aide du
produit doublement contracté ” :” d’ou la norme ||.|| et la distance ”d” associée.

Au cours d’une transformation, on introduit le tenseur &p,, représentant le centre du
cercle neutre associé a la i®™¢ inversion (cf. section 7.3.1) . Ce tenseur satisfait 1’équation
suivante dans le cas ou plusieurs points d’inversions sont enregistrés :

Sii>2
d<&oz‘7 &Ri71> = d(&Ow &Ri) (156)
et oo, =7 (&Riq - &Oi—l) + 00, (157)

Pour le premier point, on pose : o, = 0 le tenseur nul.

En fait cette relation, dans le cas d’un espace a 2 dimensions, revient a chercher le centre
du cercle passant par les deux points d’inversion successifs et situé sur la droite passant
par le précédent centre et point d’inversion. Dans notre cas, nous serons en dimension 9,
du fait de I'utilisation des coordonnées mixtes, ce qui conduira a des calculs un peu plus
complexes, mais 1'idée reste similaire.

La résolution de I’équation (157) conduit a la solution :

! (w% — o I~ llon, - ao~>llz) (158)

N 2 (&Ri,1 - &Oi71) : (&Rz - &Rifl)

Cette équation doit toujours avoir une solution v comprise entre 0 et 1 car :

— le produit (6, , — G0, ,): (Gr,_, — Or,) est positif, car on se situe apres un point
d’inversion,

— de par l'algorithme de gestion des points d’inversions et de coincidence, on a :

17~ Iy

||(&Ri71 - &Oifl)

= (6-Ri - 6-Ri—1) : ((6-Ri - C7,-07;—1) + (6-Ri—1 - 6-07;—1))

| |(&Ri - &Oi—l)

< 2'(&R¢ - 6-Ri71) : (&Ri—l - 60#1) (159)
Ainsi le tenseur o, est fonction de o r,, R, , €t G0, ;;
&Oi = fo(&Rw&Ri,u&Oi,l) 5 (160)

ou la fonction Fo peut étre déduite des relations 157 et 158.
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L’algorithme utilise également le terme R; défini a la section 7.3.1 et qui se calcule
ainsi :
Rt:||(6-t—6-ot)|| ou &ot:]:o(&t,&p”&o). (161)
Comme pour l'algorithme précédent (| ]), la mémoire discrete du modele
d’hystérésis pure fonctionne comme une pile informatique. Représentons cette mémoire
pour un cas ou sept inversions seraient mémorisées ;

indice d’inversion % 0 1 2 3 4 5 6 Tmax = 1

O R, 7 OR, OR, |OR; |OR, | OR; | ORs | OR = OR,

oo, 3 |60,=0|60,|00,|00,|00,|060,| Go=00,

R; 3 Ry Ry | R3 | Ry | Rs | Re | Ry, = R
(162)

A chaque nouvelle mémorisation, la pile s’agrandit en ajoutant une colonne par le coté
droit. L’indice 4,,.¢, nombre d’inversions en mémoire, s’incrémente alors de un. Lorsqu’une
inversion mémorisée doit étre effacée a I'occasion d'une coincidence (cf. section 7.3.1) la
derniere colonne a droite disparait et l'indice iy, diminue de la valeur un. L’équation
constitutive du modele (éq. 150) fait intervenir 'information de la fin de la pile, c’est-
a-dire la derniere colonne iy,,,. Notons que les termes oo, et R; peuvent ne pas étre
mémorisés puisqu’ils se déduisent des termes o g, par les relations suivantes :

6o, = Fo(ORr,,0Rr,_,,00,_,) (163)
R =||(o6r, — 70|l - (164)
L’algorithme de gestion de la mémoire discrete, proposé ici, peut alors étre formulé
ainsi :
Si inmax = 0 — Cas de la premiere charge
Si ® > 0 — Pas d’évenement pour la mémoire discrete.

Sinon (® < 0) — Premiere inversion : incrémentation de iyax (imax = 1) €t mémorisation
de la contrainte actuelle 6p = o, = 7.

Sinon (ip.x > 1)

Si Ry <R

Si ® > 0 — Pas d’évenement pour la mémoire discrete, si ce n’est de garder les
termes mémorisés constants au cours du temps.

— Pas de coincidence ;

Tmax

Sinon (® < 0) — Inversion supplémentaire : incrémentation de imax (Imax
imax + 1) et mémorisation de la contrainte actuelle 6z = g = 0.

imax

Sinon (R; > R;,,.) — Coincidence : effacement de la mémoire & et décrémentation
de imax (imax - imax - 1)

Fin de lalgorithme.
Remarque Contrairement a la gestion de la mémoire via la fonction d’aide (cf.
travaux précédents | ]) & chaque coincidence, une seule mémorisation est
effacée. Cependant, lors d'un trajet radial, il y a pour une méme valeur d’intensité
de contrainte, deux coincidences successives qu’il faut alors détecter. Par contre,
lorsque le trajet fait intervenir un angle a non nul, deux coincidences successives
font intervenir des intensités de contraintes différentes.
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8 Implantation informatique et intégration de I’équation
d’avancement de la loi de comportement dans le
code Herezh++4

Cette partie concerne l'implantation informatique d’une loi d’élasto ou hyper-visco-
hystérésis. Le comportement final integre trois contributions : hyperélastique, viscoélastique
et hystérétique. On se place dans le cadre d'une résolution de 1’équilibre global par la
méthode de Newton-Raphson. Cependant, ces développements s’étendent sans difficultés
aux cas dynamiques d’une formulation explicite, sans calcul de raideur.

8.1 Partie hyperélastique

L’implantation ne pose aucune difficulté particuliere. Supposons l'itération “i”, la connais-
sance des coordonnées initiales et finales permet le calcul de la base naturelle a ces deux
instants d’otu ’on déduit le tenseur B, a partir duquel se calcul explicitement le tenseur
des contraintes hyperélastiques, ainsi que son évolution tangente.

8.2 Partie hystérésie

L’équation différentielle en ¢, pseudo-temps, est intégrée selon une méthode implicite.
Dans une premiere étape, I’équation est linéarisée en temps ce qui conduit a une équation
non linéaire en contraintes finales. Ensuite, cette équation est résolue par une méthode
itérative de type Newton.

Considérons un pas de temps t vers t + dt. L’objectif est de déterminer les contraintes a
t+dt, en fonction des contraintes initiales a t. Du a I’algorithme de pilotage des inversions,
il sera également nécessaire de définir des grandeurs additionnelles de controle.

8.2.1 Linéarisation temporelle

Le gradient de vitesse se décompose en deux parties : le tenseur vitesse de déformation
et le tenseur vitesse de rotation (représenté par le pseudo-vecteur : le rotationnelle). De
maniere a linéariser I’évolution temporelle sur le pas de temps, il nous faut adopter une
hypothese cinématique. Pour notre part, nous considérerons que la vitesse de déformation
est constante sur le pas de temps. Cette hypothese revient a privilégier les mouvements
de corps rigide par rapport aux mouvements de déformation. Ce choix n’est pas unique,
en particulier il est possible de considérer une vitesse du déplacement sur un pas de
temps constant. Cependant, de précédentes études ont montré que lorsque le pas de temps
est faible, le type d’hypothese retenu n’a a priori aucune incidence sur le résultat final.
Nous retenons donc I’hypothese la plus simple pour la linéarisation ceci en tenant compte
d’un type de dérivée de Lie deux fois covariantes pour la déformation £ e = D ou la
déformation concernée est celle d’Almansi. Dans ce cas, nous avons sur un pas de temps :

A(’fij : -
g 165
IR (165)
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oll §* sont les vecteurs de la base duale & la base naturelle associée au paramétrage
matériel retenu. D’une maniere analogue, la dérivée temporelle de la contrainte, ici celle
de Jauman, est linéarisée :

; 1(5 + Loo) 1(5 +Lo) — 6 1(Aa'ij*<§§*J‘+A0fﬂ‘<§zﬁ) (166)
oc=—-(L o o)==(Lo o O oy = = i j
Dans cette derniere expression, on peut également se servir de la symétrie formelle :

T
o', =0

J
Les vecteurs de base sont ceux du temps final. Lorsqu’il y aura un risque de confusion,

on indiquera le temps auquel on se réfere.

8.2.2 Equation constitutive linéarisée

L’équation constitutive (150) est linéarisée a partir des expressions précédentes :

(167)

Les grandeurs moyennes étant les seules utilisées, dans la suite, par simplicité, nous ne
mentionnerons plus indice moy. De plus, nous observons que le dénominateur At est en
facteur pour tous les termes, ce qui est logique, il sera donc simplifié dans les différentes
expressions.

De maniere a simplifier le nombre de types de composantes manipulées, nous allons
exprimer I’équation constitutive en composantes mixtes covariantes contravariants. Pour
cela, en suivant le raisonnement proposé par Pierre Pégon | | (11.32-11.33) nous
pouvons remarquer :

é-moy =2 ,U-Dmoy + ﬂmoy(pmoyAgza-

moy

— qu’a chaque type de composantes, on peut associer un schéma particulier d’évolution :
i.e. '"équation (167) pour chaque type de composante,

— ces deux schémas mixtes conduisent a des solutions non symétriques possédant la
relation : a_zj@) = aj(l). Les indices (1) et (2) indique que chaque grandeur est issue
d'une équation d’évolution distincte de I’autre. Par cohérence : () = ¢

On pose alors : & = 1/2(™ + @), ce qui conduit & une contrainte symétrique,
cohérente avec la dérivée de Jaumann.
Ainsi, il est possible d’utiliser un seul des deux schémas mixtes avec ’équation (167),

(2)

par exemple pour déterminer ol , a partir de laquelle la contrainte finale est obtenue

J
selon :

et le schéma retenu s’écrit :
Ac? DG ® §; = (2 pDi At + BV ALALGT VG @ g; (169)

Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas de confusion, pour simplifier les expressions nous
supprimons 'indice (1).

Dans le cadre d’une résolution par éléments finis avec une formulation en déplacement,
en ce qui concerne la loi de comportement, la cinématique est connue a une itération
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donnée de Newton-Raphson, et l'inconnue est la contrainte finale. Le probleme s’écrit
sous la forme d’une recherche de zéro d’une fonction scalaire non linéaire :

R(Ac?) = Ac? — (2 pAe! + BOALALGY) (170)

L’ensemble des A sans indice sont & comprendre comme étant A4

8.2.3 Résolution numérique de I’équation constitutive linéarisée

L’équation est résolue par une méthode de Newton. Tout d’abord, nous allons expliciter
le calcul des différents termes du résidu.
Calculons tout d’abord Ag;’.
Nous considérons connu les différentes composantes du tenseur métrique et donc le
terme Ag;; d’ou :
Ae.T’

Ag%j = Aéikgkj — IAE = Agf — A?s;j = Agz’kgkj - 3T gij (171)

Concernant le terme ®At, en utilisant I'expression précédente :

- 2 ./ A
BAL — Alg: D AL— Par @ Al
2.0 W
— . QA02 Aw/
= ALg:Ae— o (172)

Maintenant, nous nous intéressons au terme [3.

La difficulté principale est 'obtention de w’, ¢’est-a-dire le calcul de I’angle de variation
de phase . Pour cela nous utilisons la relation (153). Cette derniere nécessite le calcul
des contraintes &,,.

La relation (153) donne directement le cosinus de ’angle de variation de phase, d’ou la
valeur de w'. Les relations (157) et (158) permettent d’obtenir &, en fonction des données
précédentes.

Nous avons donc ainsi de disponible tous les termes constitutifs du résidu. La mise en
oeuvre de la méthode de Newton nécessite maintenant le calcul d’un opérateur tangent,
ce qui permet la convergence quadratique. Pour ce faire il nous faut calculer la variation
des différents termes du résidu par rapport aux composantes de la contrainte, écrite ici
sous forme mixte.

8.2.4 Calcul de Popérateur tangent
A partir de expression (170) on a :

OR(Ac?)
IAL !

- 03 DDA |
= 6867 (1 — BPAL) — (—— DAL —— )AL 1
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Dans cette expression le calcul de la variation de @At ce déduit de l'expression (172) :

ODAL ~

gAY Ac

IAL o “

Aw aQAO’

' AaaA%a;j

Qao’ ( OAw 1. Aw O )

o2u \9ALol o Ww? 9ALg

(174)

Concernant le calcul de la variation de [, comme pour le calcul de [, la difficulté
principale est la variation de w’ c’est-a-dire la variation du cos(«). La relation (153)
donne :

dcos(ay) A'}zaik (Aﬁzcr :Ale B > (175)
0AGoi  [[ARol[ [[Afe]l \ [|Ake]l?
Il nous faut également la variation de Qa, déduite de la relation (151) :
008, _ Ao} (176)

OALoil (| A0
D’ou a partir de (151), la relation finale :

op 5 np w Qo Jcos(ay)
OARail : ([(w'Qo)"”H(QAU)Z_"p) ( IAL ! )
(2 — np) aQAo’
i <(w/Qo)”P(QAU)2—np+1) <aAtRag)] (177)

8.3 Partie viscoélastique

Les équations sont linéarisées en temps, ici sur un pas de temps, suivant un schéma Euler
purement implicite. Le type de dérivée se traduit via le type de transport des contraintes
calculées a l'instant t et transportées a l'instant ¢ + At.
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9 Loi type Hooke 3D initialement orthotrope, puis
entrainée

9.1 Relations générales

Il s’agit de la loi classique d’élasticité linéaire de Hooke en considérant un compor-
tement initialement orthotrope. On pourra se reporter a (| ]) pour
une présentation analogue des concepts utilisés comme base de départ. A mesure que
le matériau se déforme, le comportement initialement orthotrope devient anisotrope au
travers de l'utilisation d’un repere d’anisotropie matériellement entrainé. On s’intéresse
tout d’abord a l’expression de la loi dans le repere d’anisotropie.

Supposons connu un repere d’orthotropie orthonormé nommé 071 par la suite (a= 1..3).
Dans ce repere les relations classiques de comportement s’écrivent :

1

€11 = E(Un — V12022 — V13U33)
1
1
€99 = E(—Vzlan + 099 — /93033)
2
1
€33 = E(—Vslan — V32092 + 033) (178)
3
et
Eabp = Ou avec a#b 179
b=y G b # (179)

NB : Remarquons que la variance des coordonnées n’a pas d’importance ici initialement,
car le repere est orthonormé. Par contre, une fois déformée il faudra tenir compte de
I’évolution du repere.

On suppose que I'énergie de déformation est convexe, 'orthotropie classique nécessite
alors les relations de symétrie :

—v —v —v —U, —U —v
12 _ —Vn ’ 13 _ Va1 7 23 _ “V32 (180)

Ey Ey Fy E3 Ey E3
Le comportement dépend donc de 9 parametres et d’un repere particulier d’orthotropie.

Si de plus, on souhaite que le potentiel élastique associé soit quadratique défini positif,

les coefficients doivent satisfaire aux relations suivantes (cf. | ]):
1. — Vi9.V91 > 0 y 1. — Vo3.V39 > 0 s 1. — V13.V31 > 0
1. — V12.V93.V31 — V91.V13.V39 — —UVq19.V21 — V13.V31 — V93.V39 > 0 (181)

En tenant compte des relations (180) :
Ey Es
Ey E,
By, B E3> , B, By, By
1. — vz | =— — ——.—= | —Vjg.0= — Vi3.05 — Vij3.— >
12-V13-V23 ( g TV TV

Remarque Le fait d’avoir un potentiel quadratique défini positif a plusieurs avantages.
Dans le cas de petites déformations, cela garantit I'unicité de la solution. Les simulations
obtenues sont conformes a de nombreux matériaux courants. Cependant, ce n’est pas a
priori une condition obligatoire.

Es

1. > U%B'_
Y El

1. > vy N T 7

0 (182)

64



9.2 Transformations finies

Au cours de la transformation, on considere une évolution du repere initialement or-
thotrope.

Deux types de transport sont pris en compte :

— transport covariant puis normalisation des vecteurs

— transport contravariants puis normalisation des vecteurs

Le fait de normaliser les vecteurs de la base permet de garantir que les comporte-
ments dans le sens des axes d’orthotropies initiales, demeurent identiques, dans le cas
ol les couplages dus aux coefficients de Poisson sont négligeables. A priori ce type de
comportement n’est correct que pour des déformations modérées. On se reportera a
([ ]) pour des illustrations des limitations du modele.

Les opérations spécifiques de type de transport sont détaillées en (11).

-/

Les expression 178 et 179 sont alors a utiliser dans le repere transporté O,.

9.3 Cas seulement déviatorique ou sphérique

Le découpage en une partie déviatorique et une partie sphérique peut s’effectuer via les
relations classiques en utilisant les coordonnées mixtes ce qui permet d’obtenir directement
la trace puis la partie déviatorique.

, I,
I, =trace(o)=0; dou S =0 — ?Id (183)

9.4 Compressibilité et variation de volume

Contrairement au cas isotrope, la compressibilité est dépendante des directions dans
lesquelles le volume change.

La compressibilité est utile pour calculer par exemple les pas de temps critique en
dynamique explicite.

Dans Herezh++ deux cas sont considérés. Soit la variation de volume constatée est
suffisamment grande pour pouvoir calculer la compressibilité via la définition :

I,
3

[
=—P = K log (%) = K, x variation relative de volume
VOlg

Soit la variation de volume est nulle et dans ce cas on considere arbitrairement les 3
directions d’orthotropie. Supposons un essai de traction simple suivant I’axe 1, dans ce
cas

vol 1. V21 V31 1. V21 V31
log | — | ~t = === R e L 184
o8 (volo) race(e) (El E, Eg) on (El E, E3) race(o) - (184)
d’ou :

1 v v -t
Ky — (—‘ _im ﬂ) (185)
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et idem pour les 2 autres directions. Au final, on retient comme valeur initiale pour la
compressibilité, c’est-a-dire la compressibilité pour une déformation nulle, la moyenne
dans les trois directions :

1
Ks - 5 (Ksl + K52 + Ks3) (186)

-1 -1 -1
N O o VS S 7 S o TR TR |
3 FE; Es FEs E; Es  Es E; Ey, By

9.5 Opérateur tangent en déformation (transport contravariant)

On considere ici des coefficients matériels fixes ou variants peu relativement aux déformations
ou aux degrés de liberté.

Les relations (178) et (179) donnent les variations du tenseur des contraintes dans le
repere transporté.

1

d€11 = —<d0'11 — V12 d0'22 — 13 dO'BS)
Ey
1
d€22 = —<—V21 dO’H + d0'22 — Vg3 d0'33>
Es
1
de* = E(—Vgl do'™ — vgy do* + do™?) (187)
3
et
de® = ;daab avec a #b (188)
2. Gap
En inversant les relations, on obtient une relation linéaire a coefficients constants :
aaab .
e = H™, (189)

qui s’exprime dans le repére transporté dl et son dual.

Le repere n’étant pas fixe, il nous faut connailtre sa variation par rapport aux reperes
de travail : éj et §’j pour accéder a 'opérateur tangent dans le repere naturel.

A Taide de (246) on peut calculer la variation de ¢ (composantes dans la base
convectée) par rapport aux composantes du tenseur de déformation dans la base ﬁj.

ao.ab ao.ab 85“1 agcd
- = [ 190
O e Jeyy wed Oy (190)

Par définition nous avons dans le sens inverse, c’est-a-dire du repere d’orthotropie
convecté vers la base de travail cf. 11.3 :

5, b > P2
G =87 O et = O
dans cette transformation [3;7]” joue le role de [ :
(%] = 161" ou encore 7%, = 5
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Nous avons :

0 =", 0" 7", ou bien [07] = [y",] 0 [y%]" ou encore [o] = [B;]" o* [B]] (191)
d’ou :
aaij a,y/.ia ab _1J 1% aaab /j 1% ab afyl.jb
98, Y ab , 057
— a 7 K a 192
B 0 B ﬁa B0 o (192)

que 'on peut calculer a I’aide des relations ( 234,190 et 246).

Remarque
Dans le cas ou on voudrait les variations du tenseur des contraintes dans le repere, ¢’
nous devrions utiliser la variation de 'inverse de la matrice de passage [;’.

0i; =B o B7 =4 0w 7Y (193)
d’ou : )
o 30ab 08"
Oek

doi; op'y
ek B Och

oar B + B ﬁ’j’ + B o0 (194)

que l'on peut calculer a I'aide des relations ( 241,190 et 246).

9.6 Opérateur tangent en degré de liberté (transport contrava-
riant)
Comme pour le cas précédent, on considere ici des coefficients matériels fixes ou variants
peu relativement aux degrés de liberté.

Les relations (178) et (179) donnent les variations du tenseur des contraintes dans le
repere transporté.

1

dell — E(dgll — Vi do® — vi3 do™?)
de® = ;2( vor do'! + do® — vyy do™)
de® = E1’3( vy dott — vgy do?? + d033) (195)
et . 1 b
de™ = Q,—Gabdaa avec a # b (196)

En inversant les relations, on obtient une relation linéaire a coefficients constants :

ao.ab .
el = H®, (197)
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Ny
qui s’exprime dans le repere transporté O, et son dual.
Ces reperes n’étant pas fixe, il nous faut connaitre leurs variations .
D’ou la variation des composantes contravariantes du tenseur des contraintes dans le
repere entrainé :
do®  doab eI W 0%
oddl — 0zed 9ddl " 9ddl

et par définition nous avons dans le sens inverse, c¢’est-a-dire du repere d’orthotropie
convecté vers la base de travail cf. 260 :

(198)

G =087 Oy et j =+ O (199)

dans cette transformation [5;"]" joue le role de [y :

%) = 1B (200)
Nous avons : 3 ‘ A
o = 0 ) (201)
d’ou :
aaij o afyl.ia j ao.ab 1% ab 8’7/.]'1)

(202)

ab _1J I
a 7.b+7.a

1J
dddl — dddl addl YT T Bl
que 'on peut calculer a l'aide des relations (248, 198 et 267).
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10 Loi type Hooke 2D CP, initialement orthotrope,
puis entrainée

10.1 Relations générales

On suit un raisonnement analogue a celui développé en 3D, mais en intégrant une
condition de contrainte plane dans la direction 3, qui est supposée normale au plan dans
lequel les contraintes sont non nulles. Les notations sont identiques au cas 3D (voir 9 pour
plus de précision).

Remarque importante : on considere que le repere d’orthotropie initial est tel que :

— les deux premiers vecteurs sont coplanaires avec la base de travail g,, a = 1,2

— le troisieme vecteur est normal au deux premiers.

L’état de contrainte plane se traduit par la nullité des composantes de contrainte ;3 et
en utilisant les relations 3D : (178) on obtient :

! ( )
£ = e —
11 B, 011 V12022
! ( + 022)
£ = —_— —
22 £, V21011 T 022
1 —UV13011 —V923022
— (— _ = 203
€33 E3( V31011 — V32092) B + o (203)
et 1
(204)

€12 = 012
2. G12

NB : Remarquons que la variance des coordonnées n’a pas d’importance ici initialement,
car le repere est orthonormé. Par contre, une fois déformée il faudra tenir compte de
I’évolution du repere.

Comme pour le cas 3D, on suppose que 1’énergie de déformation est convexe, I'ortho-
tropie classique nécessite alors les relations de symétrie (180).

Au final le comportement dépend de 6 parametres et d'un repere particulier d’orthotro-
pie. En effet, par rapport au cas 3D, les parametres Es, G13 et Go3 ne sont plus nécessaires.

Si de plus, on souhaite que le potentiel élastique associé soit quadratique défini positif,
les coefficients doivent également satisfaire aux relations suivantes (181).

Remarque identique au cas 3D : Le fait d’avoir un potentiel quadratique défini
positif a plusieurs avantages. Dans le cas de petites déformations, cela garantit I'unicité de
la solution. Les simulations obtenues sont conformes a de nombreux matériaux courants.
Cependant, ce n’est pas a priori une condition obligatoire.

Les relations (203) concernent 3 déformations et 2 contraintes. Il est donc possible
d’exprimer une des déformations par rapport aux deux autres. On a tout d’abord avec les
2 premiceres relations :

E,

(1 — V12 Vzl)

Es

(€11 + 21 €92) €t 099 = (=12 v

o1 = ) (V12 €11 + €22) (205)
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d’ou avec la troisieéme relation :

€33 = — (V13 + 13.12) €11 + (Va3 + Vi3.101) €22 (206)
1 — 9.1
Ainsi la déformation d’épaisseur est une conséquence de la loi de comportement et de la
déformation dans le plan des contraintes planes.
Dans la mise en données pour Herezh, on utilise la symétrie des parametres matériaux :
via/ Bl = vo1/FEy Aol 191 = v19Fy/Ey, ce qui permet une mise en données avec 6 pa-
rametres matériaux.

10.2 Transformations finies

Identiques a (9.2).

10.3 Cas seulement déviatorique ou sphérique

Le découpage en une partie déviatorique et une partie sphérique peut s’effectuer via les
relations classiques en utilisant les coordonnées mixtes ce qui permet d’obtenir directement
la trace puis la partie déviatorique.

I
T doh S=0 - Id (207)

I, =trace(o) = o

avec ici en contrainte plane, a = 1,2

10.4 Compressibilité et variation de volume

Contrairement au cas isotrope, la compressibilité est dépendante des directions dans
lesquelles le volume change.

La compressibilité est utile pour calculer par exemple les pas de temps critique en
dynamique explicite.

Dans Herezh++ deux cas sont considérés. Soit la variation de volume constatée est
suffisamment grande pour pouvoir calculer la compressibilité via la définition :

I

o vol
3

=—P =K, log (_l) = K, X variation relative de volume
VOlg

Sachant que dans cette variation de volume, la variation d’épaisseur est une conséquence
de la déformation dans le plan. Au moment du calcul des contraintes, on ne dispose en
entrée que de la cinématique plane et de sa variation dans le plan des contraintes planes,
c¢’est-a-dire :;‘:fO ou "surf” est la surface associée au point d’intégration ou 1'on calcule la
contrainte. On se sert alors de (206) pour compléter la variation de volume.

Soit la variation de volume est nulle et dans ce cas on considere arbitrairement les
3 directions d’orthotropie et on considere un essai de traction simple suivant chaque

direction, ce qui permet d’obtenir la formule 3D (187).
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10.5 Opérateur tangent en déformation (transport contravariant)

On considere ici des coefficients matériels fixes o1 variants peu relativement aux déformations
ou aux degrés de liberté.

Les relations (203), (204) et (206) donnent les variations du tenseur des contraintes
dans le repere transporté.

1
de"' = —(do' — vy, do??)
Ey
1
d€22 = —(—1/21 dO’ll + d0'22)
Es
1
dess = ————[(v13 de1r + vo3.v12) + (Va3 + vis.v01) deos] (208)
1— V19.V21
et 1
de'? = ——do'? 209
TG, (209)
En inversant les relations, on obtient une relation linéaire a coefficients constants :
80.01[3 ap
9eré = (21())

qui s’exprime dans le repere transporté dx et son dual.

NB : Les lettres grecques varient uniquement de 1 a 2

Le repere n’étant pas fixe, il nous faut connaitre sa variation par rapport aux reperes
de travail : g, et ¢* pour accéder a l'opérateur tangent dans le repere naturel.

Notons que du fait des types de transport envisagés, les deux premiers vecteurs du
repere d’anisotropie, qui définissent en fait le plan d’anisotropie transporté, restent a tous
moments dans le plan des contraintes planes. Les variations du plan d’anisotropie ne
dépendent que de la déformation dans le plan des conditions de contraintes planes. On
obtient donc au final les mémes relations qu’en 3D (cf. 212), mais avec des indices variant
de 1 a 2, c’est-a-dire relatifs a ce qui se passe dans le plan des contraintes planes.

A Taide de (210) on peut calculer la variation de 0% (composantes dans la base
convectée) par rapport aux composantes du tenseur de déformation dans la base 5’7

af afs 07 07
Jo _ Jo*® Oe e Oe (211)
Deno 070 Deyg 1 Oepg

et au final de maniere similaire au cas 3D on obtient :

9o " dom 18
_ n me 1B 1o 18 e qno 97 0
8€,y5 8875 7T Vet -77 6875 T T n 7 a&ﬂ;
B Ao’ By
_ no .8 ey B . _nb 6
= 2 + 80— B + 220 212
8575 o B@ Bn 8575 50 ﬁ'ﬂ g 8375 ( )

que l'on peut calculer a 1'aide des relations ( 234,211 et 246). Les relations ( 234 et 246)
sont ici restreintes au plan d’anisotropie, les indices ne variants que de 1 a 2.
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10.6 Opérateur tangent en degré de liberté (transport contra-
variant)

Comme pour le cas précédent, on considere ici des coefficients matériels fixes ou variants
peu relativement aux degrés de liberté.

Les relations (203) et (204) donnent les variations du tenseur des contraintes dans le
repere transporté (208 et 209)

1

det' = —(do' — vyy do®* — vy3 do™?)
Ey
1

de? = —(—vy do" +do** — vy3 do®?)
Ey

1
degs = ———-7—— [(V13 + 1/23.V12) dei1 + (V23 + V13'V21) d622]
I —vp.091
et
del? = b do!?
2. G1g

En inversant les relations, on obtient une relation linéaire a coefficients constants (210)

qui s’exprime dans le repéere transporté 5; et son dual.
Ces reperes n’étant pas fixe, il nous faut connaitre leurs variations .
D’ou la variation des composantes contravariantes du tenseur des contraintes dans le
repere entrainé :
9o dof 9en’ 5 O
dddl — dem §ddl " dddl
et par définition nous avons dans le sens inverse, c’est-a-dire du repere d’orthotropie
convecté vers la base de travail cf. 260 :

(213)

Gu=p" 6; ot §* = v, O (214)
dans cette transformation [37]" joue le role de [y'2] :
5] = 1821" (215)
Nous avons :
o8 — S ,y/i (216)
d’ou :

9o OV 4 5 e 00" 5 0"

—_'m o 77 a no 7.6

addl — addl © V0T gaq Vo TV 7 Bl

que 'on peut calculer a l'aide des relations (248, 213 et 267). Les relations ( 248 et 267)
sont ici restreintes au plan d’anisotropie, les indices ne variants que de 1 a 2.

(217)

72



11 Transport d’un repere d’anisotropie

On suppose connu le repere d’anisotropie dans la position initiale. Soit O, les vecteurs
du repere. Compte tenu de I’évolution de la matiere, le repere est susceptible d’évoluer
naturellement. Par exemple s’il y a des déplacements solides, le repere devrait ”suivre”
la matiere. Si de plus, la matiere se déforme, une évolution particuliere du repere doit
éventuellement étre prise en compte.

Dans notre cas, on va considérer deux types de transport :

— transport covariant puis normalisation des vecteurs

— transport contravariants puis normalisation des vecteurs

Le fait d’utiliser un transport matériel covariant ou contravariant permet de prendre
automatiquement en compte les mouvements de corps rigides, c¢’est un transport naturel
dans le cas de 'utilisation de coordonnées matériels entrainés.

Le fait de normaliser les vecteurs de la base est plus particulier. Cela suppose que 'on
tient compte, pour les vecteurs transportés, des changements d’angles entre eux, mais pas
des changements de leur longueur.

L’intérét de ce choix et de permettre de maintenir un comportement identique dans le
sens des axes initialement d’anisotropie :

— qu’il y ait une déformation d’élongation ou pas selon ces axes,

— qu’il y ait un changement d’angle ou pas.

11.1 Transport type contravariant
Le repere d’anisotropie initiale doit pouvoir s’exprimer dans le repere naturel :
L
© gl

Dans le premier type de transport : contravariant, on considere deux étapes. Premiere
étape, les vecteurs O, sont transportés de maniere contravariante c’est-a-dire que leurs
coordonnées contravariantes demeurent fixes :

0 Al gi=al g (218)

~

Oy =al §; (219)

seconde étape : les vecteurs sont normalisés :
O, = —— (220)

Remarques

oy
— Le calcul de la mise a jour du repere O, nécessite la connaissance des coordonnées
locales contravariantes o/ du repere initial. Ces coordonnées sont fixes et permettent
pour tout nouveau repere naturel g; de calculer les coordonnées du nouveau repere

-/

transporté O,.
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-/
— Les vecteurs O, sont normés, mais ne forment pas une base orthonormée, car étant

entrainés par la matiere, ’angle formé entre deux vecteurs varie. On a :

5005 id. ol d i ok G
;' ; — aa:»gj ) ab;gl _ Oia Qp gi] (221)
[1Oall 11Os[| {10l O]l
— Les coordonnées locales du repere @/a sont tel que :
AL 31 A Ozj é’é’l Oéi ;
O = 0,¢ ="+~ = ¢ =3 (222)
10| Vb G
c’est-a-dire : .
S AG oA A
O, =0" gi=p5 g (223)
et pour la base duale dont on verra le calcul par la suite :
oy A A
O"=0,q =77 (224)

11.2 Transport type covariant

La méthodologie est semblable au cas du transport de type contravariant.
Le repere d’anisotropie est exprimé dans le repere dual a ’aide de ses coordonnées
covariantes :

—_

5 : s =i
O, = ||qj||Aa] G = G (225)
g
On considere également deux étapes. Premiere étape, les vecteurs O, sont transportés
de maniere covariante c’est-a-dire que leurs coordonnées covariantes restent fixes pendant
le transport :

~
—

Op = agj (226)

seconde étape : les vecteurs sont normalisés :

5 )
0, = 219 (227)
1Ol

Remarques

oy
— Le calcul de la mise a jour du repere O, nécessite la connaissance des coordonnées
locales covariantes a,; du repere initial. Ces coordonnées sont fixes et permettent
pour tout nouveau repere naturel ¢7 de calculer les coordonnées du nouveau repere

-/

transporté O,.

oy
— comme pour le transport de type contravariant, les vecteurs O, ne sont pas ortho-
gonaux entre eux.
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— Initialement nous avons la relation :
Qaj = g Gij (228)

Le transport de type covariant ou contravariant ne conduit pas a des vecteurs iden-
tiques. En effet o,; ¢ est différent de o g; compte tenu de 228 c’est-a-dire :

Qaj # g Gij (229)

sauf si la métrique n’a pas évolué.

11.3 Formules de changement de base (transport contravariant)

On part des relations :

Ou=0"Gi=8giet O"=0,5 =117 (230)
Nous avons également les relations inverses :
2, . ’.b :»/ :’7 o /j —A»/b
gi=05 Opet @ =~ O (231)
qui conduisent a :
bon b a [ g o s 1 b b
gy =g;. 0" =g (7 g ) = 7 Cest-a-dire 5 =" et [8'] = [y5]" (232)
De maniere analogue nous avons :
V= §.0 = F. (5 §i) = 67 cestivdive 1%, = 57 et [ = (87T (233)

11.4 Variations des déformations d’Almansi dans le repere en-
trainé par rapport a celles exprimées dans ¢’
Ces variations sont utiles pour le calcul de 'opérateur tangent : contraintes/déformations.

Dans le cas d’'une mesure de déformation d’Almansi, nous connaissons la variation des

composantes de la métrique par rapport a la déformation (cf. | | 2 OGmn/Ocr =
2. 6k oL,
D’ou a partir de 'expression (222) :

B 0By Ofmn

Ocki B a$7mn e
1
.4 JAen 2 .
_ 8<aa (o fey) ) OGrmn
agmn agkl
= ~Ja_ % % o gk gl
2 Foa 2
(afoza gef>
k.
= %% % (234)
e -fA 2
(Oé;l Qg gef>



expression dans laquelle il n’y a pas de sommation relativement a l’indice ”a”

a’.
Nous avons également besoin de la variation de I'inverse de la matrice de passage 3;'.
Par définition :

18171 18;] = [1d]

(235)
d’ou 8[6’“]_1 8[61]
el R s <l (236)
ou encore A
o] 0[5;]

Do = —[B5™

1677

237
- (237)
Pour avoir une expression par composante on note : [3'"] = [8;*] " et ainsi
a[ﬁ,]b] /.Q 8[61] 7.b
J — _[pr el g 238
e 851 5e 180 (238)
et par définition nous avons :
g = ﬁl'jb Oy = o Op c'est-a-dire [B’Jb] =[4" (239)
ce qui donne ainsi la variation de ~
o oyl
ek Och
0[Ba] | b
_ /-fl a /-'
[ﬁ]] 8€kl [51]
0[5, ]
_[~a T a b' T 240
" S (210)
et en indices : , ,
i -
% _ a aﬁa b __ aﬁ]

= A0 e b 241
('%kl 7'] &skl . (‘%kl ( )

Localement, dans le repere d’anisotropie entrainé, nous utilisons des coordonnées contra-
variantes.

-/

En appelant €* les composantes du tenseur de déformation dans le repere, O, on a :

ab _ _a . mi 5 b _ _a _nm _b
e = 9 € G Y =V €T Vo (242)
Pour obtenir les variations par rapport aux coordonnées £;; on commence par calculer
les variations des coordonnées contravariantes dans le repere de travail.

Qe™m (9g;“ . ~ 8517- ~ A 8g;m
= = & ]m+ ni, __J jm+ ni €if —— 243
O O 19 g O g g ! O ( )
Sachant que :
8Ani ] aAjm )
g _ _ankgzl et g _ _2§]kgml (244)
Oe €kl
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d’ou
Oemm . ~ n O A N 4
—  _ognkgil gii gIm 4 gni 22 gim 9 gni Eii ~jk ~ml

c%kl 99 79 9 8€kl g g i g9

— _2gnk Elm _‘_gﬁk gfm -9 Enk gml

- _9 (gnk 8lm+€nk gml) _I_gﬁk gfm

(245)

En tenant compte de cette expression et des formules de changement de base on obtient
ainsi la variation des composantes de déformation exprimées dans le repere transporté,
par rapport aux composantes de déformation exprimées dans le repere dual ¢/ :

nm

b

agab 8’7% nm b a
=5 € Yom + Tn € ekl

85kl 85kl

v+

85 Kl

11.5 Variations par rapport aux degrés de liberté cinématiques

On reprend 'expression 222 :

~

0, =B §; (247)

On notera certaine fois simplement 0 au lieu de % par simplifier les notations.
La variation de 3; peut se calculer via : de expression (222) :

S (e (edori) )
e = oddl
Oé'i Oé'l a™ .
= ——¢ “t OGm (248)

2 (aa'e Oéa'f gef)

expression dans laquelle il n’y a pas de sommation relativement a l'indice "a”.

oy
On en déduit la variation du vecteur O, :

00, _ 0B - .. 05
oadl — ddl Y P paar (249)

Par définition de la base duale :

O = V¢ G avec 0,.0" = 5t (250)

d’ou . .

85; VY 50"

— . = — 251
oddl O Ca addl (251)

Le terme de droite correspond donc par définition a la coordonnée covariante ”a” du

b . ..
vecteur %d% d’ou le vecteur variation :

(95,1’ 85; S\ 2.
oddl _8ddl'0 0 (252)
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Concernant les variations du tenseur des contraintes dans le repere, ¢ nous devons
utiliser la variation de 'inverse de la matrice de passage [3;’.
Par définition :

1B (8] = [0a] (253)
e o1~ o154
41 bl _ 954
addl [Bb] [ﬁa] addl [O] ( 5 )
ou encore O[3 o151
“oddl — —[5]7! 8chll 1617 (255)
Pour avoir une expression par composante on pourrait noter : [3'] = [8]"! mais
en fait il s’agit tout simplement de la matrice [y;%]7 car par définition on a (cf. 504) :
[ﬁif]_l = hfb]T. Notons également, (cf. remarque 504) que tous les indices sont muets,
seules leurs positions a de I'importance.
et ainsi :
opy)" _ 918 a O8] 7 915
i _ o p a / 92
oDy P O] or] o]
(R .a1T — __[~:C b -a 2

Une autre méthode pour arriver au méme résultat est de noter que compte tenu du fait

de la relation définissant les vecteurs Ob et Ob et en tenant compte de 504 nous avons :

7 =" Ob et ' =p! O (258)

ce qui conduit a la relation importante :

g;i-g = 6; = fyflj.ﬁj (259)
Remarque Si 'on notait g] B’ b et gf =~ - Ob il faut remarquer qu’en notation
matricielle, compte tenu de 258 :
b ; j
AT =187 et [B]7 =[] (260)

qui correspond a la notation indicielle :
b ; j
F= B0 et B = (261)
Sachant que par ailleurs on peut écrire :

oy

Op. O = 62 = B (262)
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cela conduit & :

OB 0 i O
0= a K K
pddi "+ T Badi
vrai quelque soient "a” et "b” d’ou
9By ;05
_ b' b a b' K K
0= 3adi 7 T Hga
apres sommation sur b et pour i=j
37% _ b aﬁbz a

oddl " oddl

ce qui correspond a la formule matricielle 256.
Maintenant on peut calculer la variation des déformations.

= &Y &z ® g
d’ou
Bigle® = &Y
ou encore
B [ 18] = €]
et
o . 1

=[BT 5]

et en tenant compte de 505 :

et pour les variations :

0" =aps [V )"

12 Anisotropie : opérateur de projection

12.1 Introduction

(263)

(264)

(265)

(266)

(267)

L’idée de l'opération de projection provient initialement des travaux de these de Denis
Favier (] ]). L’objectif est de considérer une anisotropie particuliere qui s’ef-
fectue sur la base d’un comportement de référence isotrope, qui est ensuite ”projeté” dans
la configuration réelle au travers d’un repere particulier d’anisotropie et d’une fonction

particuliere.

Ce cadre tres général est dans notre cas, spécialisé a un comportement qui s’inspire
des criteres de plasticité anisotropes, et plus particulierement celui du critere de Hill

79



([ ]). L’idée de ce critere est de remplacer le critere de Mises
S:S=1par S: H:S5=1ouH est un tenseur du 4ieme ordre.
Dans le cas de I'analyse de Hill, le critere est construit de maniere a ce que 'on ait

automatiquement :
trace(H : o) =0 (268)

Dans notre cas, nous ne souhaitons pas conserver cette limitation pour H de maniere a
généraliser une transformation H ..o qui apparait ainsi comme une transformation linéaire
générale dans un espace tensoriel d’ordre 2.

12.2 Tenseur des contraintes

Soit une loi de comportement existante isotrope qui permet de calculer un tenseur de
contrainte de référence o (,.5). A partir du tenseur H, on en déduit le tenseur final des

contraintes :
o(e,D,..)= H..O’(ref)(E,D, ) (269)

Le tenseur H est défini dans son repére principal qui est défini a partir du repere
d’anisotropie.

Les directions principales du tenseur H dans l’espace tensoriel d’ordre 2, sont les ten-
seurs de base : C(i,7) = 0, ® é’j i,j= 1..3. de telle sorte que 'on a :

H.C(i,j) = \i,j) C(i,j)aveci,j=1.3 (270)

Ainsi dans cette base principale les composantes de H sont telles que :

— elles sont toutes nulles sauf les composantes : H”, i=1,2,3 et H”U 1 # j et 1,j=1,2,3

— pour des raisons de symétrie du tenseur final de contrainte on a : H”” =H j;Z =

H sz =H ]L
Les composantes de H dépendent donc uniquement de 6 scalaires :
AL, 1), A(2,2),A(3,3),M(1,2), A(1, 3), A(2, 3)

Dans le cadre d’une transformation finie, il faut adjoindre a cette équation constitutive
une équation d’évolution pour H. On considere ici les 2 types de transport décrit en cha-
pitre (11). On s’y reportera pour les détails du transport et les mécanismes de changement
de repere et de dérivation.

L’idée est ainsi de considérer un transport matériel H qui s’effectue directement a partir
du transport de la base 6:1 avec les particularités suivantes :

— le transport est matériel via 'utilisation d’une base matérielle naturelle g; et sa base

duale,

— la direction des vecteurs OZ (ou O’ suivant le choix retenu) est convectée

— par contre les vecteurs de base d’anisotropie, restent normalisés
Ainsi le tenseur H demeure constant dans un repere matériel entrainé dans le cas d’un
mouvement solide. Dans le cas d'une déformation finie, il est sensible aux variations
d’angles du repere Oj’l Il n’est pas sensible aux variations de longueurs dans les directions
entrainées de O/

D’une maniere pratique on a le choix le repere dans lequel calculer le tenseur des
contraintes. On fait le choix d’utiliser le repere matériel de travail pour éviter le transport
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des grandeurs internes définies au point d’intégration et associées a la loi de comportement
isotrope. On doit donc calculer le tenseur H dans le repere de travail.

3 3
H = (Y H%0,20,00" 6’“) + < Y HY0,20,20"® O”’)

a=1 a,b=1;a#b

3 3
= (D Maa)0,20,00" (3’“) + < > Ma,b)0, 20,0 0" ® 6”’)

a=1 a,b=1;a#b

3 3
= (D> Ma.0)0,00,20" 6”’) (271)

a=1; b=1;

avec la particularité que A(a,b) = A(b, a)
En tenant compte de (230) :

3 3
Y, — (z S w05 m%) o)

a=1; b=1;

D’ou le tenseur des contraintes :

3
o = H", O(Tef (Z ZA a,b)B; By %%) U(Tef) (273)

a=1; b=1;

)

Il peut-étre intéressant d’avoir acces aux contraintes exprimées dans le repere d’aniso-
tropie. Notons cependant que ce repere n’est pas orthogonal! mais il est normé. Compte
tenu de (231) et (232) :

- ioa b A >
o = d7G0g =077} 0, O

A/ -/

= o 0,® O, (274)

12.2.1 Traitement des énergies

Le calcul de I’évolution des énergies et puissances di a 'opération de projection, est a
priori indéterminé. Il nous faut introduire une hypothese supplémentaire.

Les éléments dont on dispose :

— lincrément de déformation Ae et la vitesse de déformation D,

— le tenseur de contrainte de référence o ,.f) et les énergies e(castique) €(plastique) €(visqueus)

et PUissanceS associées P(elastique) P(plastique) P(visqueucc)

— le tenseur de contrainte projeté o.

D’autre part on peut calculer

— la puissance totale de référence Potate de ref) = Orep) : D qui doit-étre égale a

P(elastique de ref) + P(plastique de ref) + P(Uisqueua: de ref)
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— la puissance totale finale : FPorarey = 0 @ D qui doit-étre égale a la répartition de
puissance que l'on cherche P(elastique) + P(plastique) + P(visqueu:c)
La répartition de puissance dépend du type de comportement que I’on cherche a représenter.
Dans notre cas, en 'absence d’information particuliere on fait I’hypothese forte que
I'opération de projection ne modifie pas la répartition des puissances du comportement
de référence entre elles, mais seulement leur niveau. On se sert alors du rapport global
des puissances pour adapter le niveau final des puissances individuelles.

P(totale)
T = _—
P(totale de ref)
P(elastique) =T P(elastique de ref)
= P(plastique) =T P(plastique de ref) (275)

P(visqueuz) =T P(m'squeuz de ref)

Concernant les énergies, on approche les énergies individuelles finales en linéarisant
I'incrément de déformation :

t+At

t(elzsttique) = eléelastique) + P(elastique) At

+ —

(plgsttique) - el(fplastique) + P(plastique) At (276>
i+ _ it

(visqueux) ~ e(visqueux) + P(visqueux) At

12.2.2 Compressibilité et variation de volume

De maniére analogue au cas de l'orthotropie entrainée (cf. 9.4) la compressibilité est
dépendante des directions dans lesquelles le volume change. On va donc ici suivre une
démarche assez semblable au cas de I'orthotropie entrainée.

Rappelons que la compressibilité est utile pour calculer par exemple les pas de temps
critique en dynamique.

Dans Herezh++ deux cas sont considérés. Soit la variation de volume constatée est
suffisamment grande pour pouvoir calculer la compressibilité via la définition :

I, l e :
—olef) _ _p— K, log ) = K, x variation relative de volume
3 volg

Soit la variation de volume est nulle et dans ce cas en ’absence d’information supplémentaire
on va considérer le cas particulier d’'une déformation purement sphérique. Le tenseur de
contrainte de référence doit alors étre également sphérique : o (ref) = —p(res) Id, de trace

= _3'p(ref) . .
S Sy
En appelant ¢”,, = O,. O, les composantes deux fois covariantes du tenseur métrique

dans la base d’orthotropie et ¢”% = 0. O celles contravariantes on peut calculer la

trace du tenseur de contrainte projeté :
trace(e) = ¢4 0P =g, ()\(a, »)0. ® 0y © 0" ® 6'b> .. <a?fef) 0 ® 62)
g”ab (/\((l,b) Uzzfef))
= ¢ (Ma,b) (=pues) 97) (277)
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On suppose que la loi de référence fournit un module de compressibilité :
(_p(ref)) IO’(?"ef)
K(ref)s - vol - vol
log <v0l0> 3 log (UOlo)

Compte tenu de (277) on peut en déduire un module de compressibilité :

K, =

= _g”ab ()\(G,b) gnab) <_p(7"5f))

’ log (22t )
1 a
— gg”ab (Aa,b) g7) Krepys (278)

Remarque

1. Le module ainsi déterminé est correct pour une variation de volume pure. Il n’est
pas correct pour une direction quelconque. Mais la notion méme de variation de
volume dépendante de la direction, n’est sans doute pas simple a utiliser.

2. Lorsque la déformation totale est nulle, le repere initial d’orthotropie est supposé
orthogonal. Dans ce cas particulier g”,, = ¢"* = 6, . On obtient alors :

K. — (AM1,1) + )\(23, 2) + A(3,3)) Koo (279)

12.3 Cisaillement et variation de forme

L’idée est ici de calculer un module qui rend compte globalement de la variation de
forme. Pour cela on considere arbitrairement que cette grandeur est représentée par
le rapport de l'intensité du déviateur des contraintes sur l'intensité du déviateur des
déformations.

1S : S|

Go=05 ) (280)

le - €]

NB : Cette grandeur correspond au module de cisaillement d’une loi élastique pour
laquelle v = 0.5

G, est utile pour calcul par exemple la vitesse approchée des ondes de cisaillement ce
qui permet d’en déduire un pas de temps critique en dynamique explicite.

Dans Herezh++ deux cas sont considérés. Soit la variation de forme constatée, représentée
par € est suffisamment grande pour pouvoir calculer G via sa définition (280).

Soit la variation de forme est nulle et dans ce cas en I'absence d’information supplémentaire
on va considérer le cas particulier d’'une déformation purement déviatorique en considérant
les 3 variations d’angle dans le repere d’anisotropie. Le tenseur de contrainte de référence
doit alors étre également déviatorique.
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Supposons par exemple un cisaillement dans le plan 1-2 d’orthotropie. En I'absence de
déformation, le repere initial est considéré orthonormé et les composantes des tenseurs
sont du type :

010 010
ewl=¢ | 1 0 0| et [0 ]=me |1 0 0 (281)
0 00 000
apres projection on obtient :
0 Bl12 0
[0 =Twey | B12 0 0 (282)
0 0 0
d’ott un module de cisaillement dans le plan 1-2 :
2| B12 7,
G,(12) = 0.5 V2| B2 s | _ g | B12 | Gyrey) (283)

V2 e
On voit que ce résultat dépend du plan considéré ce qui est logique compte tenu de

I’anisotropie induite. Pour un état initial de déformation nulle, on fait le choix d’un module

moyen :

1| B12 |+ | B13|+| B23 |

Gs =
2 3

Gref) (284)

12.4 Opérateur tangent en déformation (transport contravariant)
On part de 'expression indicielle (273)

ol — (Zz/\ a,b)B; B %ﬂz) Jkjef)

a=1; b=1;

d’ou

b
+5 ﬂb ’yma ) T’ef)

i 0. a re
+ (B2 B ¥n) ﬁ] (285)

L’opérateur tangent de la contrainte de référence est supposé connu. Les variations des
coordonnées ;" et 7% sont données par les expressions : (234) et (240) .
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12.5 Opérateur tangent en degré de liberté (transport contra-
variant)

On part de la relation (?7?) :

a ab
do™ . 90y

ab
ed ~ “T.ab cod T .cd
Oe Oe

oy
qui s’exprime dans le repere transporté O, et son dual.
Le repere n etant as fixe, il nous faut connalitre sa variation par rapport aux reperes
p pp p
de travail : g et g7 pour accéder a opérateur tangent dans le repere naturel.
J p
Comme pour le cas précédent, on considere ici des coefficients matériels fixes ou variants
)

peu relativement aux degrés de liberté.

D’ou la variation des composantes contravariantes du tenseur des contraintes dans le
repere entrainé :

Jo® Yot Py D9
fry = Tab 2
oddl — decd dddl =< Addl (286)

et par définition nous avons dans le sens inverse, c¢’est-a-dire du repere d’anisotropie
convecté vers la base de travail cf. 260 :

G =1} Oy et f =% O (287)
dans cette transformation [3;]” joue le role de (7] :

2] = 185" (288)

Nous avons : - ' '
o =", o (259)
d’ou :
aaij 8'7/.1.11 ab _1J 1t agab 1j 1t ab 0’7 Yl
oddl — oddl © VTV gaar Vet e 7 Baal
que l'on peut calculer a 'aide des relations (248, 286 et 267).

(290)
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13 Loi Hypo-élastique initialement orthotrope, puis
entrainée

13.1 Relations générales

La construction de la loi s’appuie sur des concepts déja introduit :

— hypo-élasticité (cf. 5) qui consiste a calculer la variation de la contrainte a partir de
la variation de la déformation. Numériquement cela conduit sur un pas de temps, a
calculer une contrainte finale a partir de la contrainte initiale et de son accroissement
fonction de Ae sur le pas de temps.

— le transport de grandeurs tensorielles (cf. par exemple 6.3) : ici il s’agit du transport
du tenseur contrainte calculé a t et devant étre utilisé a t + At.

— lanisotropie induite par un comportement initialement orthotrope dans un repere
particulier, qui ensuite est entrainé par la matiere (cf. 11)

La construction de la loi suit une méthodologie analogue a celle de la loi de ”Hooke

initialement orthotrope puis entrainée” cf. 9.

On s’intéresse tout d’abord a 'expression de la loi dans le repere d’anisotropie. Il s’agit

ici de calculer I'incrément de contrainte sur un pas de temps At.

Supposons connu un repere d’orthotropie orthonormé nommé 6; par la suite (a= 1..3).

Dans ce repere les relations de comportement s’écrivent :

. 1. ) )

€11 = E(Ull — V12022 — V13033)
1

. 1 ) ) )

€2 = E(—Vman + 090 — V3033)
2

. 1 ) ) )

€33 = E(—V31011—V32022+U33) (291)
3

et
Egp = ——0q avec a# b 292
= g # (292)

En pratique, ces expressions seront utilisées sous forme incrémentale sur le pas de temps

At :

A,'?FMEM = EL(A?FNUH - V12A§+At022 - V13A§+At033)
1

A?rMﬁm = Ei(_l/ZlA?_AtUll + A?AtUzz - V23A§+At033)
2

Ay, = EL(—V31A§+AtO'11 — U AT A gy + AITA 545) (293)
3

et
AFAte = %Aﬁmaab avec a #b (294)
. ab

En inversant ses relations on obtient 1’accroissement A§+Ataab des composantes du

tenseur des contraintes en fonction de ’accroissement des composantes du tenseur des
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déformations. Toutes ces composantes sont exprimées dans le repere d’anisotropie. Par
changement de base, les composantes A?FAtJ” de I'accroissement des contraintes sont
alors exprimées dans le repere de travail g; et la contrainte finale s’obtient alors via :

oI (t+ At) = AT 1 transportto (t) (295)

Trois types de transport sont pris en compte dans Herezh++ : le transport deux fois
covariant qui est cohérent avec la dérivée de Rivlin, le transport deux fois contravariants
qui est cohérent avec la dérivée d’Oldroyd et le transport mixte qui est cohérent avec la
dérivée de Jauman. On se reportera a 6.3 pour une présentation détaillée.

Remarques

— Les parametres sont notés par analogie avec la loi de Hooke anisotrope. Néanmoins
il faut noter qu’ils représentent ici un comportement tangent, contrairement au cas
de la loi de Hooke o ils représentent un comportement sécant.

— Dans le cas ou ces parametres sont constants on obtient un comportement élastique
réversible. Par contre lorsque ces parametres varient, ce qui est un des intéréts
d’une loi hypo-élastique, la réponse obtenue n’est a priori pas réversible. A Tlaide
de parametres ainsi variables, il est possible de représenter des comportements tres
divers, la difficulté étant alors d’identifier correctement I’évolution de ces parametres
matériels.

— La variance des coordonnées n’a pas d’importance ici initialement, car le repere est
orthonormé. Par contre, une fois déformée il faut tenir compte de I’évolution du
repere.

Toujours par analogie avec la loi de Hooke anisotrope, on suppose que 1’accroissement
d’énergie de déformation sur un pas de temps, est convexe, ce qui conduit aux relations
de symétrie :

—UV12 —V21 —V13 —U31 —U23 —U32

_ — = 296
Ey Ey, T B By ' By Es (296)

Au final, le comportement dépend donc de 9 parametres et d’un repere particulier d’or-
thotropie.

13.2 Transformations finies

Au cours de la transformation, on considere une évolution du repere initialement or-
thotrope.

Deux types de transport sont pris en compte (a ne pas confondre avec le transport des
tenseurs). On se reportera a (11) pour la description détaillée.

oy

Les expression 293 et 294 sont alors a utiliser dans le repere transporté O,.

13.3 Cas seulement déviatorique ou sphérique

Ctf. 9.3
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13.4 Compressibilité et variation de volume

On suit la méme procédure que dans le cas d’'un comportement de Hooke anisotrope
entrainé : cf. 9.4.

13.5 Opérateur tangent en déformation (transport contravariant)

On part de 'expression 295 :
o (t + At) = ARG 1 transporti Ao (t)

et on cherche a calculer 'opérateur tangent par rapport aux composantes de la déformation :
aowa (;t:;At)
santes dans la base duale f]" Rappelons que dans Herezh++ la base naturelle est associée
a un paramétrage matériel : celui des éléments finis de référence et que ces deux bases sont
duales I'une de 'autre dans les opérations de produit scalaire. Il s’agit de bases curvilignes,
a priori non normées, non orthogonales.

L’opérateur tangent nécessite le calcul de 'opérateur tangent correspondant a la par-
tie transport des composantes 0 (t) du tenseur des contraintes, calculées a I'incrément
précédent. Cette partie est détaillée en 6.3, on s’y reportera pour les détails des calculs.
Il reste donc le calcul de BA%Z#. Compte tenu de 'analogie que 'on a adoptée avec
I'orthotropie élastique entrainée, on suit une procédure et des hypotheses analogues.

Tout d’abord on considere ”sur un pas de temps”, des coefficients matériels fixes ou
variants peu relativement aux déformations ou aux degrés de liberté.

Les relations (291) et (292) donnent les variations du tenseur des contraintes dans le
repere transporté. Comme il s’agit d'un transport contravariant du repere d’orthotropie,
on exprime ces relations en coordonnées contravariantes.

, 09 (t+At) étant les composantes dans la base naturelle g:]; et €M étant les compo-

1
t+AE_11 t+At 11 t+AL 22 t+At 33
At 9 == E(At o _V12At o _V13At o )
1
1
t+AL_22 t+AL 11 t+AL 22 t+At 33
AtJr g = E(—VglAtJr o +At+ o —V23At+ g )
2
1
t+At_33 t+AL 11 t+AL 22 t+At 33
A;r g E(—VglAtJr g —V32At+ o +At+ o ) (297)
3
et 1
AlFAtgab — WA?NU‘”’ avec a#b (298)
. ab
En inversant les relations, on obtient une relation linéaire a coefficients supposés constants :
At+AtO_ab _ Habd At+At€cd (299)
t - ..C t
ou encore :
t+At _ab __ ab t+At _cd
A0 = H, AT e (300)

oy’
qui s’exprime dans le repere transporté O, et son dual.
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Le repere n’étant pas fixe, il nous faut connaitre sa variation par rapport aux reperes de
travail : g; et fjj pour accéder a l'opérateur tangent dans le repere naturel. Les relations
(234) donnent ces variations.

On peut alors suivre le méme raisonnement qu’en (191) en remplagant la contrainte par
son accroissement. Par les formules de changement de base on a :

A§+At0'ij lZ AtJrAt ’7 ou bien AiJrAt [O_ij] _ [,Yl'ia] [A§+At0ab] h/jb]T

ou encore

AR o] = (BT [AT A 0] 57 (301)

d’ott de maniere analogue a la formule (212) :

At _ij A
(()A?L ‘¥ _ &Yﬂa At+At ab 7/] +7/i 8A1tt+ ‘g ’V/ /Z At+At ab 87 YTh
e e b “ ek bF ek
aﬁa aAt+At0ab 8ﬁ']
— At-{—At ab + K t + At—l—At ab “h 302
68 ﬁb /6 85k1 51) 6 8ekl ( )
Dans cette expression, il nous faut déterminer la variation de Ao (composantes

dans la base convectée) par rapport aux composantes du tenseur de déformation dans la
base ¢”.
A T’aide de (300) on peut en déduire :

8A§+At0'ab B Hab 8A§+At€cd (303)
a - ..cd 8
€kl €kl
t+Ata cd
Reste & déterminer le terme T.

On applique la formule de changement de base (242) pour I’accroissement de déformation :

AFATe® = o gni AT, gim qb = 51 AlFAterm P (304)

.m

d’ou en variation

Ai-ﬁ-AtSab a,}/ aAH—AtEn a,y
n At+At nm b a t At-{—At nm ~ I.m 305
Do e L e — Vou + V5 Ten (305)

Dans cette expression, ZZZZ se calcule avec les relations (234) et (241). Reste le terme

HALTAL nm
t—e. On a :

Oegy
8A§+At6” ag ] 4 aAt+At€ agjm
At—i—Ath‘ G g i ~im + ~ni AH_AtEi'
Ok 85kl 19 g O g g ! Oew
Or nous avons la relation :
aAH_Atgi i @51' i
= =5 (306)
ek ek J
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d’ou

o A?Lm cnm o g?n' R N . N dg Fm
Tt = = 2L AAt gim oy g §R 5L gim 4 gni AR

O Oy 39 97 0% %9 g7 S T Oen
g™ dgim

t+At i nk ni AtHAt
= e At Eij gim +gnk glm + g At Eij
kl

e (307)

et en intégrant explicitement les variations de la métrique on obtient une formule sem-

blable & (245) :

aAi—l—Atsnm

8€kl - _9 (gnk A§+Atélm+Ai+At€nk gml) —1—9”"7 glm (308)

ce qui finalise le calcul de 'opérateur tangent : %, ol (t + At)

13.6 Opérateur tangent en degré de liberté (transport contra-
variant)

Comme pour le cas précédent, on considere ici sur un pas de temps, des coefficients
matériels fixes ou variants peu relativement aux degrés de liberté.
On part de 'expression 295 :

o (t 4+ At) = ARG transportt A o (t)

et on cherche a calculer I'opérateur tangent par rapport aux composantes de la déformation :

%, o' (t + At) étant les composantes dans la base naturelle g; et e étant les com-

posantes dans la base duale g'.

L’opérateur tangent nécessite le calcul de 'opérateur tangent correspondant a la par-
tie transport des composantes 0 (t) du tenseur des contraintes, calculées a I'incrément
précédent.

On peut noter :

Otransport,*®'aii(t)  Otransport;™'a"(t) Oey
dddl B Oen dddl

(309)

8transport§+Ataij (¢
Oepy

avec ) détaillée en 6.3 .

d i . o .
Il reste donc le calcul de —%4--—. Ce terme peut également s’obtenir via un raisonne-

ment analogue au calcul de 'opérateur tangent par rapport aux déformations. On aura
au final successivement :

Az_‘—AtO’i

8A§+At0.z’j B 85; aAiJrAtO.ab aﬁi,j

_ At—f—At ab .j K .J K At+At ab 310

addl gaql S0 By B g B B Ad e o (310)
8A§+Ato.ab b 8A§+Atgcd

ot T _pgeb Tt & 311

addl e Addl (311)
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Ai—&—AtSab 7 At—l—Atgnm ,y
_ n At—i—At nm b At—l—At nm _I.m_ 312
ddl  addl o+ g T+ dai B2
aA?—Atgnm _ 89 At+At ) gjm + gnz 8A§+At8ij ~jm + ~ni AH_Atg»- agjm
oddl E)ddl oddl Y 0ddl
— At+At y ~jm AN ~jm AN At—i—At ; 313
paal N ST Gy IS U pq 1)
Les termes : gggil et g;;; sont accessibles avec les relations (248) et (263)
Les termes : gfi’;ll et gﬂ sont accessibles par la cinématique.

13.7 Energies

Une loi de type hypo-élastique anisotrope telle que définie dans Herezh+-+ peut dans
certain cas représenter un comportement élastique voir hyper-élastique. Mais dans un cas
général ol les coefficients matériaux évoluent, la loi peut représenter un comportement
quelconque. Aussi, on ne peut pas, sauf cas particulier, établir une distinction entre les
différents types d’énergies (ou puissances) associées a la loi (élastique, plastique, visqueux).
Compte tenu de cette indétermination et de l'origine de loi, on considere dans Herezh++,
arbitrairement ’énergie comme élastique.
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Cinquiéme partie

Contraintes planes
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14 Prise en compte de la variation de dimension trans-
versale pour poutre, plaques et coques

14.1 Prise en compte de la variation d’épaisseur pour plaques
et coques

Dans le cas d’étirement important de la surface médiane pour des éléments membranes
plaques et coques, il est nécessaire de prendre en compte la variation d’épaisseur résultante.
Nous allons tout d’abord étudier plusieurs possibilités théoriquement disponibles pour
déterminer cette variation, puis la méthode implantée dans herezh—++ est présentée.

On considere que 'on dispose du coefficient de compressibilité sécant “K,” ou tangent
“K,;” correspondant au module de compressibilité classique, d’ou les relations possibles
suivantes :

1, [ —wvol
3= —P =K (UO—ZUOO) = K x variation relative de volume (314)
Vo
I - . vol .y .
3= —-P =K, i K x taux de variation relative de volume (315)
vo

Supposons que 'on cherche a utiliser la premiere relation et que I’'on dispose du champ
de contrainte obtenu a l'aide d’'un comportement de contraintes planes. Nous avons :
vol = h . S avec h I'épaisseur et S la surface. Ces grandeurs sont disponibles par exemple
a chaque point d’intégration. On peut donc également écrire :

(vol —woly)  (h /g —ho /90 (316)

vol h N{

en remarquant que pour les plaques et coques ,/g correspond au jacobien de surface,
c’est-a-dire la surface élémentaire sur laquelle on effectue le calcul. d’ou :

"= (ho«é% (erm) - (hofa% () (817)

Cette formule permet également d’obtenir la sensibilité de 1'épaisseur aux degrés de
liberté (ddl) en supposant que le coefficient de compressibilité sécant soit constant.

o 1 0\/3 1 o1,
gaai ~ o Voo 3 K) (yg| BK, 1, addl '~ jj (3K, 1) addz>

- 1 NG 1 oP
= (o Voo K) (|g| K.+ P) 0ddl /g (K, + P)? addz) (318)

Dans le cas de beaucoup de matériaux métalliques, 1'utilisation du module sécant que
I’on peut considéré constant semble étre une bonne approximation du comportement réel.
Par contre pour des matériaux tres compressibles (comparativement au cisaillement) cette
hypothese peut se révéler grossiere.
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Dans le cas d'une compressibilité non constante, il est préférable d’utiliser le module
tangent, correspondant au module de compressibilité classique. En utilisant la seconde
expression (315), on obtiendra une somme de type logarithmique, d’ou au final :

I bdI ¢ dvol
“=-P= = | K,(t) — 319
3 /0 3 /0 () vol (319)
Dans le cas d’'un module tangent constant, on aura :
I,
? =—-P= Kt IOg (UOZ) (320)

En considérant une discrétisation du temps en incrément discret At il est possible
d’adopter une formule de récurrence permettant de calculer I’épaisseur finale en fonction
de I’épaisseur en début d’incrément. En utilisant par exemple une forme d’Euler implicite :
—P(t+ At) ~ —W et ol (t + At) s LlEAD=vol) " o] conduit A

At
(vol(t + At) —wvol(t)) h(t) S(t)
vol (t + At) =K (1' C h(t+ At) S(t+ At))

_ h(t) /9(t)
= K ( © h(t+ At) \/E(tJrAt)) (321)

—P(t+At)+Plt) = K,

ou encore :

 (h(t) v/aD) K,
M+ A0 = ((Kt TPl AT P<t>>>> (322)

Cette derniere formule est tout a fait analogue a la formule (317) en remplagant le temps
70" par le temps "t” et en utilisant le module tangent, qui peut-étre vu comme un module
sécant local. Le calcul de variation conduit donc & une formule identique & (318)

Oh(t + At) . o/sTTED
o = W) V(t) Ky (Ig(t+At)| ETTEIED . odd
1 OP(t + At)
Vgt + Al (K, + P(t+ A2 9ddl ) (323)

La formule (322) a nécessité la discrétisation du taux de pression et du taux de variation
de volume, elle est donc approchée, en particulier le résultat final dépend de la taille des pas
de temps. Par contre elle permet d’étre utilisable quelque soit 'ampleur de la variation de
volume et en particulier si le module de compressibilité évolue au cours du chargement.
De plus, en pratique les pas de temps utilisés sont en pratique faible ce qui atténue
I'importance de la discrétisation en temps. Pour ces raisons, ce sont les expressions (322)
et (323) qui sont utilisées dans Herezh++ pour tous les éléments membranes et coques.

Limitations numériques :

Au cours du calcul numérique, il est important de pouvoir limiter si possible les in-
cohérences. Dans le cas du calcul de I’épaisseur, on doit obtenir une nouvelle épaisseur
"positive”. Cela conduit a une condition sur 'incrément de pression.
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On doit avoir :

h(t) \/9(t) .. —P(t+ At) + P(t)
NEYO N (T K,

>0 (324)

ou encore
—Pt+At)+ P(t) < Ky — I, (t+At)—1,(t) <3 K; (325)

Habituellement, pour les matériaux solides, cette condition est largement satisfaite
compte tenu du fait que le module K; est d’'un ordre de grandeur bien plus grand que
celui de I,.

14.2 Prise en compte de la variation de section pour des poutres

Dans le cas d’étirement important de la ligne médiane pour des éléments 1D (type
biellette par exemple), il est nécessaire de prendre en compte la variation de section
résultante. Le calcul suit une démarche tres similaire au cas de la variation d’épaisseur du
paragraphe précédent que 1’on suppose lu. Les choix étant les mémes pour I'implantation,
on se contente de présenter les résultats.

On considere que I'on dispose du coefficient de compressibilité tangent “K,” correspon-
dant au module de compressibilité classique, d’ou la relation.

I - . ol y .
3= —-P =K, ol = K, x taux de variation relative de volume (326)

Nous avons : vol = L . S avec "L est la longueur de la ligne moyenne et S la surface.
Ces grandeurs sont disponibles par exemple a chaque point d’intégration. Dans le cas des
éléments 1D, /g correspond au jacobien de surface, c’est-a-dire la longueur élémentaire
sur laquelle on effectue le calcul.

Comme dans le cas de I'épaisseur, on utilise une méthode de mise a jour incrémental
de la section. D’ou en utilisant par exemple une forme d’Euler implicite : —P(t + At) =~

_W et vol(t + At) ~ w, cela conduit a :

—P(t+At) + P(t) = K,

(vol(t + At) —wvol(t)) L(t) S(t)
vol (t + At) =K (1‘ O L(t+ At S(t+ At))

- S(t) \/9(t)
= K ( ©S(t+ At) gt + At)) (827)

ou encore :

(S(t) V(1) K
S(t+At) = ((Kt+ (P(t+ At) — P(t))))

(S(t) V(1)) 3.K,
— ((3.[(,5 — Ia(t + At) + Io’(t))) (328)
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Cette formule permet également d’obtenir la sensibilité de la section aux degrés de
liberté (ddl) en supposant que le coefficient de compressibilité soit constant.

05 1 NG | o1,
agi — WiV 3 Ky (ygy BK, 1, oddl 5 B K, —I,) 8ddl)

1 0yF 1 oP
= (5 VoK) (|g| (K, + P) oddl /g (K, 1 P)? E)ddl> (329)

avec pour simplifier la notation : S = S(t 4+ At) et \/g = \/g(t + At)

La formule (328) a nécessité la discrétisation du taux de pression et du taux de variation
de volume, elle est donc approchée, en particulier le résultat final dépend de la taille
des pas de temps. Par contre elle permet d’étre utilisable quelque soit I'ampleur de la
variation de volume et en particulier si le module de compressibilité évolue au cours du
chargement. De plus, en pratique les pas de temps utilisés sont en pratique faible ce qui
atténue 'importance de la discrétisation en temps.

14.3 Comparaison 3D contraintes planes

La figure (6) présente la comparaison entre 3D et contraintes planes pour une loi de
Hooke. Il s’agit d'un essai de traction simple d’une barre soit modélisée avec un seul
¢élément hexaédrique, soit un élément 1D avec des conditions de contraintes planes qui
pilotent sa variation de section, avec des conditions de blocages isostatiques. Dans la plage
d’étude, jusqu’a 10% environ ce qui constitue une plage a priori déja tres importante pour
la loi de Hooke, on observe que dans le cas ou la mesure de déformation utilisée est la
mesure logarithmique, les réponses 1D et 3D sont identiques. Par contre avec la mesure
d’Almansi on observe une légere différence ~ 0.5% due au fait que la trace du tenseur de
déformation s’éloigne de la valeur de log(V) & mesure que l'intensité de la déformation
augmente.

14.4 Calcul du module de compressibilité

L’acces a ce module est nécessaire pour la mise a jour des épaisseurs en contraintes
planes, des sections pour d’éléments 1D, et également pour le calcul des pas de temps
critiques dans le cas ol celui-ci est déterminé a I’aide de la vitesse des ondes volumiques.

14.4.1 Cas des lois hyper-élastiques Favier et Orgeas

On part des deux relations suivantes

I,
Lo b K, tog( YY) (330)
3 V9
I, : /
2 - _pP=K, VI V% (331)
3 V9
En fait on peut se poser la question du choix de la mesure de la déformation volumique.

I—vol I—vol o : :
Une mesure du type (L2020 oy (olzvol) © oot intéressante car simple, mais pose le pb
vol volg ) )
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F1GURE 6 — Comparaison pour un essai de traction simple, sur la variation de la dimension
transversale, entre 1D avec contraintes planes, et 3D

des grandes déformations pour lesquels on a une variation qui est tres différente entre

extension et compression. L’usage de la mesure log, conduit a balayer des valeurs de —oo

a +00o ce qui qui donne une ”certaine” symétrie a la mesure d’ot1 une certaine commodité.
En appelant V' = vol /voly = /g/+/90, le module de compressibilité correspond a :

ow

K In(V)

(332)

Le probleme est qu’a l'origine, In(V') est nulle. Il faut donc éventuellement, recourir & une
autre formule spécifique a l'origine s'il y a division par in(V).
Un premier cas de potentiel est donné par la formule suivante :

KT’G’U
wio= In?*(V)
% Ky IV
o 3V

0w, Ky (1 —InV)
= 333

oV? 3 V2 (333)

ce qui conduit a la relation :
ow Koy In(V) (In(V)
—p = V= = 1
D V PYa +w 5 < 5 +
Krev
~ K €= I, (334)



D’une maniere plus précise, le module de compressibilité sera dans ce cas :

K, = K3 (ID(QV)H) (335)

On voit qu’ici il n’y a pas de probleme a 'origine !
Dans le cas ou le module dépend de la température et d’'une fonction quelconque,
multiplicatrice de V, on a les nouvelles formules :

W = Krew In*(V) x f(T) x g(V)

6
Owi Ky InV Kiev | 5 dg(V)
5y = 3 v X f(T) xg(V)+ 5 In“(V') x f(T) x T (336)
d’ou le calcul de la pression :
ow
— K?:e” InV x f(T) x g(V) + Kéev In*(V) x f(T) x 898(‘\//)
K
+T (V) x f(T) x g(V) (337)
En divisant par In V' on obtient le module sécant :
K, = K;)e” x f(T) x g(V) + Kéev In(V) x f(T) x 8%(‘}/)
Krev
+ 5 In(V) x f(T) x g(V) (338)

14.4.2 Cas de la loi isoélastique ISO_ELAS_ESPO1D

Dans cette loi, la contrainte est calculée selon : 0 = E(e)e = f(|e|)Fe avec "f’ une
fonction quelconque. Les modules de compressibilité et de cisaillement sont déterminés a
I’aide de formules analogues au cas de 1’élasticité linéaire de Hooke :

fleDBe o feDBe (339)

K=30-20) 21+ v)

14.4.3 Cas de la loi isoélastique ISO_ELAS_SE1D

Dans cette loi, la contrainte est calculée selon : 0 = f(e) avec "f’ une fonction quel-
conque. Les modules de compressibilité et de cisaillement sont déterminés a 1'aide de
formules analogues au cas de 1’élasticité linéaire de Hooke :

Ee Ee
K=sa=20) ¢ = 3010 (340)

avec un calcul de E qui dépends de cas particulier.
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Lorsque |e| > e, 7e” étant un nombre petit (1.E-10), on adopte :

E= (341)

™9

Sinon lorsque || < e on utilise une petite déformation par défaut :

_ fle x signe(e))
b= e X signe(e) (342)

15 Lois de contraintes planes

Ce type de loi est particulierement adapté aux membranes, plaques et coques. On
considere que la direction normale a la surface est 3. Ainsi la condition s’énonce sous la
forme d’une contrainte mathématique : 032 = 0. On consideére également que la direction
3 est normée, la variance selon la direction 3 est donc sans importance d’ou la condition
finale :

0® =033 =07 =05 =0 (343)

La membrane ( plaque ou coque) est décrite via une interpolation dans le plan de la
membrane. Les déformations naturellement disponibles via la cinématique, sont donc les
déformations dans ce plan que I'on notera e,5 avec o, f= 1, 2 . L’épaisseur constitue une
inconnue supplémentaire du probleme. Cette épaisseur est reliée avec la déformation e33
de telle maniere & satisfaire la relation 343 via par exemple 0%3(g33) = 0.

15.1 Meéthode par perturbation (explicite)

L’idée de cette premiere méthode considérée est relativement triviale. Par exemple pour
un pas de temps "t” a 7 (t + At)” la méthode est la suivante :

1. Calcul de la contrainte a ¢ + At a I’aide de la loi de comportement : 0% = f(e, (t +
At), £33 (t))

2. Comme on doit avoir o3 = 0, calcul de la trace prise en compte pour le calcul
d’équilibre a savoir : o,

3. Calcul de la variation de volume via la compressibilité en utilisant la relation 320,
d’ou la variation d’épaisseur qui est sensée correspondre a la condition de contrainte

plane.
4. Mise a jour de l'épaisseur h(t + At) et de la déformation d’épaisseur : e33(t + At)

5. Calcul de I'équilibre en utilisant les 0’ (t+At) précédemment calculées et la nouvelle
épaisseur h(t + At).

15.2 Meéthode de Newton (implicite)

L’idée est ici d’intégrer de maniere implicite I’équation non linéaire correspondant a
la condition de contrainte plane. L’algorithme est alors itératif, mais dans la pratique la
convergence observée est tres rapide : 1 a 2 itérations en moyenne.

L’équation 033(e33) = 0 est résolue par une méthode de Newton.
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1. Initialisation du processus avec les déformations dans le plan €., (t + At) qui sont
constantes pendant les itérations et by (£ + At) = e35(t), n=1

2. faire tant que ||o®3(t + At)|

(a) Calcul de 0™ et de 222
kl

> une précision donnée

1
(b) Calcul de de33 = — [M} o33(n)

e33
(€) €33(nt1) = 0€33 + €33(n) €t n=n+1
(d) Mise a jour de I’épaisseur.
A la fin du processus, apres convergence, on dispose :

— d’un champ de contraintes 3D qui satisfait la condition de contrainte plane
— de la déformation d’épaisseur et de 1’épaisseur correspondante.

3. On calcule le nouvel opérateur tangent par rapport aux déformations planes puis
par rapport aux ddl, qui inteégre la condition de contrainte plane (voir le paragraphe
suivant).

15.3 Opérateur tangent final

Une fois la condition de contrainte plane (2D CP) satisfaite on peut donc écrire :

o33 o33 0o Oe
e (2D CP) = (3D) + (3D) ﬁ (344)

8€kl 8833

Avec (3D) qui est associé au comportement 3D.
Comme la contrainte 033 doit toujours étre nulle :

-1 533

Oeyy

80‘33 60'33 (9633
= D D
0= 5 (D) + 5—(D)

. (9633 _ |:60'33

d’ou
Oen Oen Oesg

(30)} (3D)  (345)

L’opérateur tangent final par rapport aux déformations planes peut alors étre calculé.

JoB 0P JoB Oess
2D CP) = 3D 3D 346
5. (2D OP) = —(3D) + 5 —(3D) * (346)
On en déduit également 'opérateur par rapport aux ddl.
doP doP Oe
2D CP) = 2D CP il 4
addl( CF) Oeq (2D CP) oddl (347)

16 Lois de contraintes doublement planes

16.1 Cas ou le repere de travail est celui de la condition

Le repere de travail étant g; pour i=1 a 3, il s’agit ici de conditions suivant I’axe 2 et 3
c’est-a-dire : 022 = 0 et 033 = 0.
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Ce type de loi est particulierement adapté aux barres et poutres. On considere que
les directions normales a la ligne de référence sont 2 et 3 c’est-a-dire qu’en particulier :
G1-92 = g1.g3 = 0.

Ainsi la condition s’énonce sous la forme d’une contrainte mathématique : 022 = 0 et
o3 = 0.

On considere également que les directions 2 et 3 sont normées, la variance selon les
directions 2 et 3 sont donc sans importance d’ou la condition finale :

02 =0p=0r=05=0 ¢t 0¥ =033=07 =0%=0 (348)

La barre ou poutre est décrite via une interpolation suivant la ligne de référence. Les
déformations naturellement disponibles via la cinématique, sont donc la déformation le
long de cette ligne que 1'on notera 1. La largeur et I’épaisseur (directions 2 et 3) consti-
tuent deux inconnues supplémentaires du probleme. Ces grandeurs sont reliées avec les
déformations €99 et £33 de telle maniere & satisfaire la relation 348 via par exemple 022 = 0
et 033 = 0.

Globalement, la technique de résolution suit la méme méthodologie que pour les contraintes
planes. En particulier on retrouve les mémes algorithmes avec une implémentation tres
similaire.

16.2 Cas ou le repere de travail est différent de celui de la condi-
tion

Le repere de travail étant &Z pour i=1 a 3 dans la configuration finale, on considere une

condition de contrainte doublement plane dans une direction particuliere V;. De plus on

considere connue un repere orthonormé { M, V} j = 1 a 3, qui contient en particulier la

direction V;. Le repere étant orthonormée on a : V V7 et on note les composantes dans
le repere de travail :

ViVl Gg=Vig=V,=V,¢d=V"4g (349)

Remarque Bien noter que seul le second indice indique dans quel base locale les vecteurs
V sont exprimés, par contre le premier indice peut-étre en haut ou en bas sans que cela
ne change le résultat.

La base 173 est donc une base propre pour le tenseur des contraintes.

On notera également les relations inverses :

D’ou :
ou encore :

Vo= 5“\76 = é” . é’k V.ok = V. " clest & dire [yi.e} = [V g

e
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V. Vel =10 = Val=['.]" (353)

On a également :

VIV, = &=V ﬁlm G = VI VRt =V v (354)
c’est-a-dire ' ' . L 4
Fl=0V] VT = M1 =Vl =0 (355)
Sachant que I'on a aussi : [y ] = [8,]""" on en déduit que [Vﬂ = [6,"

Une autre relation qui nous sera également utile :

Vi=Vii g = Vi o' VO o ViVe = 07 = Vi o', (356)
ou encore : ' '
Vil 7 =[] et Vil = [V (357)

Le fait d’avoir une condition de traction simple suivant la direction V; peut s’écrire sous
la forme de :

(o.V3) =0 et (o.V3) =0 (358)

En appelant ¢’/ les coordonnées du tenseur dans la base orthonormée, V; la condition
de traction simple revient aux conditions scalaires :

0_/21 _ O_/22 — 0_/23 =0 et 0_/31 — 0_/32 — 0_/33 =0 (359)
Compte tenu de la double condition identique, 03? = ¢/** = 0 cela donne en réalité 5
conditions indépendantes.
Dans la base naturelle, ces équations scalaires peuvent s’écrire :

0 Vay =0 et 0 Vy; =0 i=1.3 (360)

D’autre part on considere que le tenseur des déformations associées comporte une seule
grandeur connue : la déformation dans la direction V1 qu’on appellera €}, le reste des
composantes constitue les inconnues de la condition de traction simple.

On a donc comme déformation :

e = VoV + e;]Vi @ V7 (i,j) # (1,1)

= & VLV ed +e; Vi, Vigred (i.j)#(1,1) (361)
Ou encore : . ‘
€kl = €/11 Vlk Vll + E;j Vlk le (Zvj) 7é (17 1) (362)

Il en est de méme pour 'incrément et la vitesse de déformation. Par exemple pour la
vitesse on considere que seule la vitesse dans la direction V! que I'on appellera D}, est
connue et on a :
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D = DyV'@V'+ D,V eV’ (i) # (1,1)
= Dy VLV ed + DL Vi Vg ed (i) #(1,1) (363)

Pour l'incrément de déformation :

ARl = AP VTR VL ATV VI (i) £ (1)
/ 2, 2 / i P2 2 ..
= A?Ateu Vl.k V%lgk ® gl + A?_Ateij Vi V],zgk ® gl (4,7) # (1,1) (364)

L’état de contrainte finale dépend de ’ensemble de ces grandeurs : déformation, incrément
de déformation, vitesse de déformation ce qui conduit théoriquement a 15 inconnues sca-
laires. On va chercher a diminuer ce nombre d’inconnues.

_ Tout d’abord on cherche a utiliser la relation classique dans la base matérielle de travail

g' sur un incrément de temps At :

A§+At€ij
S (365)

Dii~—%

Lorsque At tend vers 0, le fait d’utiliser une mesure de déformation d’Almansi conduit
effectivement a la bonne valeur de la vitesse de déformation, on peut donc raisonnablement
retenir cette approximation lorsque le pas de temps est petit. Cependant cette relation
n’est correcte que si les bases naturelles et duales sont associées aux composantes du
tenseur métrique, utilisées pour calculer les composantes du tenseur d’Almansi. Il s’agit
donc ici d’un tenseur métrique associé a une base matérielle.

En effet rappelons quelques relations utiles. Soit 6° le paramétrage matériel associé a la
base naturelle g;, on a :

~

1 S . OM
€5 = 5 (9 = 9i5) 6 Jiy = Gi-g) avec g = o7 (366)
d’ou
. 1 (M - Lk o2 M
€i = = —=——.;i +Gi.——
J 2 \ a6ior Y T 9 ppior
1 fav . L: 1%
~ 2\ 09 T 9 hp
c’est-a-dire
_ 1
€ = 5 (Vig+Vis) = Dy (367)

La dérivée temporelle classique des composantes covariantes de la déformation d’Al-
mansi est naturellement égale aux composantes covariantes de la vitesse de déformation.
Ceci justifie 'approximation de la relation (365) pour un incrément de temps supposé
petit.
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Remarque : cette approximation n’est pas valable pour la mesure de déformation
logarithmique !

De maniere cohérente on écrit également dans la base matérielle de travail 5" :

€ij (t + At) = Qj(lf) + A§+At€ij (368)

Cela revient a faire un transport deux fois covariants de t a t + At pour les composantes
de déformation en cohérence avec d’une part la déformation d’Almansi et d’autre part la
vitesse de déformation exprimée dans la base matérielle de travail 5”

Au final il reste théoriquement 5 inconnues scalaires potentielles €, (i,7) # (1,1)
exprimées dans la base Vi @ V7.

En résumé la condition de contraintes planes double (ou traction simple) dans la direc-
tion particuliere V! revient a 5 équations scalaires dépendantes de 5 inconnues scalaires.

o(ely) Voj =0 i=1.3et 07(e;) V3 =0 i=1et3, (kI)#(1,1) (369)

16.2.1 Cas particulier ou ‘_/:3 est normal aux vecteurs g,

Dans la pratique, un cas particulier a considérer, est celui ou une direction connue,
appelée \_/},, reste normale aux vecteurs g, en toute circonstance.
On en déduit :
6/23 = 6/13 = A§+At€,23 = A§+At€ll3 =0 (370)

Le nombre d’inconnues se réduit a 3 dans ce cas. Au niveau des équations scalaires de la
loi de comportement, les conditions associées 0** = 0 et ¢'® = 0 ne sont pas prises en
compte ce qui conduit a partir de (359) au systéme réduit final suivant :

0'/21 (elij) = 0/22<E/7;j) =0 et 0'/33(6/1']') =0 (371)

qui dépendent de 3 inconnues : €;; avec (ij) = (22), (33), (12)

16.3 Meéthode par perturbation (explicite, le repére de travail
est celui de la condition)

Comme pour la méthode de contrainte plane, I'idée de cette premiere méthode considérée
est relativement triviale. Par exemple pour un pas de temps "t” a 7 (t + At)” la méthode
est la suivante :

1. Calcul de la contrainte a ¢ + At & l'aide de la loi de comportement : o't = f(eq1(t +
At), 522(t)7 833(t>>

2. Comme on doit avoir 0% = 0 et 03> = 0, calcul de la trace prise en compte pour le

calcul d’équilibre & savoir : o,

3. Calcul de la variation de volume via la compressibilité en utilisant la relation 320,
d’otut la variation d’épaisseur et de largeur qui sont censée correspondre aux condi-
tions 05> = 0 et 05> = 0. Pour un matériau isotrope, les deux variations relatives de
dimensions sont supposées égales.
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4. Mise a jour de I'épaisseur h(t + At), de la déformation d’épaisseur : e33(t + At), de
la largeur b(t + At), de la déformation de largeur : e99(t + At). Pour un matériau
isotrope, les deux déformations sont supposées égales.

5. Calcul de I'équilibre en utilisant o' (t+ At) précédemment calculées et des nouvelles
épaisseur h(t + At) et largeur b(t + At).

16.4 Meéthode par perturbation (explicite, le repéere de travail
est différent de celui de la condition)
On reprend la méthodologie utilisée dans le cas ou le repere de travail est celui de la
condition :

1. Calcul des composantes de la déformation a ¢t + At qui va étre utilisée pour I’appli-
cation de la loi de comportement dans le repere de travail. Pour cela on considere
la déformation a (¢t + At) dans la direction ‘71, qui est celle que 'on peut déduire
directement de la cinématique.

11t + At) = et + At) v, A1 (372)

Les autres déformations ne sont pas connues a (¢ + At), on retient pour le calcul
des contraintes, les déformations a t €,+(t) avec (r,t) # (1,1). On en déduit un jeu
de composantes initiales €”;; pour la déformation dans le repere de travail :

avec (r,t) # (1,1)
= et + A A A VY V) VI VY (373)

2. Calcul de la contrainte a t + At a l'aide de la loi de comportement. Pour cela on
utilise les déformations €”;

ot + At) = (") (374)

3. En fait seule la contrainte o'''(t + At) devrait-étre non nulle. Les autres corres-
pondent aux composantes des efforts de cohésion dans les directions v, 1=2,3 (cf.
360), qui doivent étre nulles dans un état de contrainte doublement plane. De plus la
base \_/} 1=1,2,3 étant considérée orthonormée, la valeur scalaire de o’ 11(t + At) cor-
respond donc a la trace du tenseur des contraintes lorsque ’on ne tient pas compte
des efforts de cohésion latéraux qui devraient-étre nuls.

trace (o(t + At)) = Ig = o’ (t + At) = 0 (") B, Bt (375)

Dans le cas d'un calcul incrémental, il est sans doute plus judicieux de retenir
également la forme incrémentale de I’équation :
Atrace(o) = Alg
= I,(t+ At)—1,(1)
= ot + At) — trace (o(t))
~ o () Bt ﬂj‘l — trace (o (t)) (376)
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4. La relation incrémentale (327) est utilisée pour obtenir la variation de volume via
la compressibilité puis la variation de section via (328). On fait alors ’hypothese
quentre t et ¢ + At les déformations d’épaisseur (c’est-a-dire dans la direction V5)
et de largeur (c’est-a-dire dans la direction 172) sont identiques. En retenant une
déformation de type logarithmique on aurait ainsi : In(h/h) = In(l/l) ou encore

h/h=1/let §/S ~ (15/11)2

On en déduit I’évolution incrémentale de I’épaisseur en utilisant la formule (328) :

3. Ky

\/\/ (t+ At) 3Kt L(t+ At) + I,(t))

5. Au final, en sortie de la loi de comportement, on ne retient pour la valeur du tenseur
des contraintes, que la composante non nulle o’'* d’ol dans le repere de travail :

h = h(t+ At) ~ h(t) ) (377)

ol =M Vv (378)

ceci avec une largeur et épaisseur mise a jour : [ = l(t+ At) =1 %

16.5 Méthode de Newton (le repére de travail est celui de la
condition)

L’idée est ici d’intégrer de maniere implicite I’équation non linéaire correspondant a la
condition de contrainte doublement plane. L’algorithme est alors itératif, mais dans la
pratique la convergence observée est tres rapide : 1 a 2 itérations en moyenne.

L’équation < 022,033 > (g99,€33) =< 0,0 > est résolue par une méthode de Newton.

1. Initialisation du processus avec la déformation suivant la ligne médiane eq; (t + At)
qui est constante pendant les itérations et < eg9, £33 > (t 4+ At) =< g9y, €33 > (1),
n=1

2. faire tant que || < 6%2,03% > (t + At)|| > une précision donnée

(a) Calcul de 0™ et de 8‘5;:7) via la loi de comportement , pour i,j,k,1 = 1,2,3

—1
(b) Calcul de (de.r) = — [%} (09")(n) pour e,f,g,h = 2 et 3

(¢) ef(n+1) =decs + cep(n) et n=n+1, pour e,f = 2 et 3,
(d) Mise a jour de I’épaisseur et de la largeur.

A la fin du processus, apres convergence, on dispose :

— d’un champ de contraintes 3D qui satisfait la condition de double contrainte
plane

— de la déformation d’épaisseur et de 1’épaisseur correspondante, ainsi que la
déformation de largeur et de la largeur correspondante.

3. On calcule le nouvel opérateur tangent par rapport a la déformation dans la di-
rection médiane puis par rapport aux ddl, qui integre les conditions de contraintes
doublement plane (voir le paragraphe 16.7).
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16.6 Méthode de Newton (repéere de travail différent de celui
de la condition)

Comme dans le cas précédent ”en repere de condition”, on cherche a intégrer de maniere
implicite les équations non linéaires correspondantes aux conditions de contraintes dou-
blement planes c¢’est-a-dire (369).

Il s’agit d'un systeme de 5 équations scalaires et la méthode de Newton s’appuie sur 1'uti-
lisation d’un opérateur tangent du comportement non linéaire (a priori) de ses équations.
Les 5 inconnues scalaires sont €}, avec k,1 = 1,3 et (k,[) # (1,1)

L’élément principal de la méthode est donc de calculer cet opérateur tangent qui de
maniere générique peut s’écrire sous la forme de :

9 (a7 (€11) Vimj)
Oel .

avec i=1,2,3; m=23; (k1) et (r,s) # (1,1) (379)

La loi repose sur l'utilisation d’une loi interne 3D dont on connait 'opérateur tangent
général gg—” avec o,p = 1..3
op
Compte tenu de la relation (361) on peut alors écrire :

e = €y Vi Vi+ €l VOV (tq) #(1,1)
et
006 Vi) _

Oe

rs

00" (e1) Oeop o'l o' (€12)

N - m,
Oeop  O€l 7 Begp

Ve, Ve, (380)

A partir de ces grandeurs, on peut établir les étapes de la résolution de Newton.

1. Initialisation du processus avec la déformation suivant la ligne médiane €1 (¢t + At)
qui est constante pendant les itérations et on doit également définir les valeurs
initiales des 5 composantes de déformations inconnues :

¢ (t+ A1) = (1) (k1) # (1,1), n=1

2. faire tant que || (67 (€},;) Vinj) (t + At)|| > une précision donnée
avec i=1,2,3; m=2,3 ; sachant que deux cas sont identiques : (i,m)=(2,3) et (i,m)=(3,2)
Calculer :

(a) la déformation
) = e (t+ A =y VI VY + W (t+ A VE VY (tq) # (1,1)
(b) Tincrément de déformation : A?Ateg) =™ — eu(t)
aprarey

(c) la vitesse de déformation : D,(;;) ==t

(d) via la loi 3D :

ij(n i At _(n) n ot (n) ot At () n
(0-j( )) — gii(n) ( el 7At+ el ,D( ) [geo;] = [gs_o; <kl ,ALFAL ,D](Cl)>]
avec i,j,0,p = 1..3

(e) le vecteur résidu et 'opérateur tangent :
(R )= (O.ij(n) ij) ot [%le] _ [ij 80'7:(71) Ve VS]
avec (r,8) # (1,1)

107



i 11 )
(1) (0=5) = = [ %5=]  (RY,,) avee (rs) # (1,1)
(g) €U = e+ €™ et n=n+1, pour r;s = 1,2 et 3 et (r,8) # (1,1)

rs
(h) mise a jour de I’épaisseur et de la largeur a l'aide de la déformation dans la
direction de I’épaisseur et de la largeur.

A la fin du processus, apres convergence, on dispose :

— des contraintes 3D qui satisfont la condition de double contrainte plane

— des déformations (appelées déformations mécaniques) qui ont permis de calculer
ces contraintes,

— de la déformation d’épaisseur et de 1’épaisseur correspondante, ainsi que la
déformation de largeur et de la largeur correspondante.

3. On calcule le nouvel opérateur tangent par rapport a la déformation dans la di-
rection médiane puis par rapport aux ddl, qui integre les conditions de contraintes
doublement plane (voir le paragraphe 16.8).

16.6.1 Cas particulier ou Vs est normal aux vecteurs G

Il s’agit d'un cas particulier du cas précédent pour lequel il reste 3 inconnues scalaires :
€ avec (gh) = (2,2); (3,3); et (1,2) et les 3 équations associées que 'on cherche a
résoudre sont : o' = 0 avec (k)= (2,2); (3,3); et (1,2) c’est-a-dire :

Voo Vo = Vo 09 Voj=(Va@Vy) o= (Va®Vy).o =
VaoVs = Vi ol Vg = (Vs V) : o= (Vs Vs).o =
VioV, = Vi ol VQJ-:(V1®V2):0':(‘72®‘71).0'—0
(381)
En reprenant le cadre général, on en déduit 'opérateur tangent :
8 (sz O'ij Vn]) (80” )
= Vi 3D Vi
8e’gh 8 /gh( ) J
Dol e
= (Vi P (3D) Vi,
( 8eop 86 gh( ) ])
da"
= Vi Vij v? vh (382)

pour (m,n) et (g,h) = (2,2); (3,3); et (1,2)
Cela revient & ne pas considérer les cisaillements ¢’ et ¢/** = ¢/* qui, compte tenu
du tenseur de déformation et d’incrément de déformation, doivent toujours étre nulles.
Les étapes de la méthode de Newton sont identiques au cas précédent, en tenant compte
de ce nombre réduit d’équations et d’opérateurs tangents.
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16.7 Opérateur tangent final pour un repere de travail identique
a celui de la condition

Une fois la condition de contrainte doublement plane (1D CP) satisfaite on peut donc

écrire : - et - 5
71D cP) =22 (3D) + 22" (3D) T

(383)

ae?kl 8€kl 859h 85kl

Avec (3D) qui est associé au comportement 3D, et e,f = 2 et 3.
Comme les contraintes ¢/ doivent toujours étre nulles :

1 gocf

ef ef
11

= D D
52, (30) + 5—(3D)

d’ou

0
Oena Oenn

(%gh _ 80'ef
B &e‘Qh

L’opérateur tangent final par rapport a la déformation suivant la direction médiane
peut alors étre calculé.

Ool! Ool Jol! O
1D CP) = 3D 3D g 385
o, (1D CP) = G-(3D) + 57(3D) 5 (385)
On en déduit également 'opérateur par rapport aux ddl.
80’11 8011 (9811
1D CP) = 1D CP 386
Gddl( ) 8511( ) oddl (386)

16.8 Opérateur tangent final pour un repére de travail différent
de celui de la condition

Les conditions de contrainte doublement plane (1D CP) correspondent a : 0% V,,,; =0
i=1..3 et m = 2 et 3, c’est-a-dire la nullité des efforts de cohésion dans les directions Vo
, m=2 et 3.

Relativement a la cinématique, la contrainte ne dépend en fait que de €1;. Les autres
déformations €;; sont issues du comportement local qui dépend uniquement de €'y; via
la loi de comportement et les conditions (1D CP). On cherche donc la sensibilité des
déformations €'y, , (k,1) # (1,1), par rapport a €'q;.

On peut écrire dans le repere de travail :

07 (€11) Vimj =0 i=1.3 et m =2 et 3 #£ (1,1) (387)

Cette relation devant étre toujours vérifiée, ces variations sont nulles :

O'ij<€/11> ij

—0 i=L.3etm=2et3%(1,1) (388)
86/11
C’est-a-dire :
Do (e'11) 0ot Oot O€ o1,
o=v,. 22 Wapepy—y - (227 3p 3p) Lo 389
, 2 0p opy v, ( G(30) + 5o (3D) a) (3%0)

Avec (3D) qui est associé au comportement 3D, et (g,h) # (1,1).
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D’ou :

0€ 4, i okl ! o'k
= — |V — (3D Vink —— (3D
86/11 L J 86/9h< ):| F 86/11( )
- -1
o'l Oe do'* O€opy
= — |V, — 3D = Vin 3D td
| aeop( ) del, ( g aeo,p,( ) (96’11>
r o -1 ook
= — |V a%(zap) Ve, V’?p} (mG %(31}) v v%p,> (390)
L op o'p

Ici on ne fait pas de somme sur m, la relation doit-étre vérifiée pour m= 2 et 3.
, 11 P . , .
La seule grandeur non nulle étant ¢/ = Vj; 0¥ Vi, qui dépend uniquement de la
i J
déformation cinématique €7, on en déduit que les seules composantes non nulles de
)

. . . . . a(Vi; o' Vi, N
I'opérateur tangent relativement aux déformations cinématiques, sont 9Wai o7 Vij) Qoo

0¢’11
a(Vhé Zi Y popy - g‘:i(w CP)
_ 8(%83’: Vlj)(SD) N 8(‘/1295; Vlj)(3D> gj’i
_ 8(V1zazz ‘/1]')(3 D) gzolpl 8(‘/11-8:; Vi) g:/:: (3D) ng;
= Vi Vy %(317) Vi, Vi,
+Vii Vi %(319) Ve, Vi % (391)
ou gz:fi’; est calculée avec (390)

Lorsque I'on considére une variation des contraintes dans le repere de travail, on a :

. 11 ) y
Ac = Ao VAV
11
» - Jo’
K3 .J
‘/1 ‘/vl a /
€11
11
. Jo’
J

86/11

Q

(1D OP) AG,H

Q

V'Y (1D CP) +*, 4" | Aey (392)
Remarque : dans tous ces développements on ne prend pas en compte la variation des
vecteurs V¢ par rapport aux ddl ou encore aux déformations, les composantes V, ** et 7
sont donc constantes par rapport aux déformations.

L’opérateur tangent peut donc s’écrire a partir de (392) :

(1D CP)~"; 7', (393)

71

dans laquelle g",ul (1D CP) est calculée a 'aide de (391)
En résumé, 'opérateur tangent peut se calculer a partir des expressions (390, 391,393).
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16.8.1 Cas particulier ou V; est normal aux vecteurs G

Dans ce cas on retient les 3 inconnues €, avec (g,h) = (2,2); (3,3); et (1,2) et les 3
équations associées sont : o’ = 0 avec (k1)= (2,2); (3,3); et (1,2) c’est-a-dire :

Voo Vy = Vi o Vyy =(Va@V):0=0
VsiolVs = Vi o Vyy=(V30V5):0=0
VoV, = Vi o' Voj = (V1®V2) o=0
(394)

En reprenant le cadre général, ces relations devant toujours étre vérifiées, on en déduit :

8(Vm, O'ij an)

= 0
0€'11

i ¥ /
= Vi (5o 6D) + 5760 ) Wy

86/11 8e’gh 86,11

o' foloa 0€ 4,

= (Vi g 8D) Vi) [ Viw 5 0) V| (G52 (099

pour (m;n) et (g,h) = (2,2); (3,3); et (1,2) ou encore :

0€ 4, 0o - O™
- - D nj m D n
<3€’11) {V 3€gh(3 ) VJ} (Vk 8611(3 ) Y
ao.m -1 ao.kl
= — D 9 h ; D 1/ 1/ n
i 560 VeV | (Ve 5E6D) Vi VY V)

(396)

Remarques Il ne s’agit que des coordonnées covariantes des vecteurs V' car seule le
second indice indique la variance.
. 11 — — .
Ensuite avec o' = (Vi ® V1) 10 =V}, 0¥ Vi on a:

80'/11 8(‘/1 ol ‘/1)
1DCP) = ———Y(1DCP
Oc Oc O€ 1,
— W D D) & -
" (66’11 3 )+a€/gh<3 )36'11> i
Oc Ok O€ o1,
— D : D g
(Vh Do —(3D) V1]> + [Vw 8€/gh(3 ) Vu] (86’11> (397)
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Sixieme partie

Umat
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17 Définition d’une loi interface de type Umat
18 Objectifs

L’objectif de I'interface est double :

1. permettre a l'utilisateur de définir une loi externe a Herezh++, codée dans le langage
qui lui convient

2. permettre a Herezh++ de servir de loi externe, soit pour un autre processus Herezh
fonctionnant en parallele, soit pour un autre programme externe : dans notre cas,
le fonctionnement a été testé avec le logiciel Abaqus. L’objectif est de permettre
au programme externe d’accéder a toutes les lois d’Herezh, sans avoir a modifier
I'interfagage.

La communication entre Herezh et Herezh ou un autre programme externe s’effectue via
2 pipes nommés. L’écriture est sans attente par contre la lecture s’effectue avec attente,
c’est-a-dire que tant que la lecture n’est pas complete, le programme ne poursuit pas
son exécution. Ainsi, ce type de communication, outre le fait qu’il est tres rapide car
s’effectuant uniquement en mémoire centrale, permet de synchroniser les deux processus.

On se référera a | Jeta] | pour plus d’information sur le fonc-

tionnement d’ensemble en particulier au niveau informatique.

Cependant on notera les éléments suivants :

— a chaque échange d’information via un pipe nommeé, le programme émetteur sérialise
toutes les informations sous d’un unique tableau de caracteres, puis le programme
récepteur, dé-sérialise les informations avant de les utiliser. La structuration des
données de chaque coté du pipe peuvent ainsi étre totalement différentes : par
exemple de simples scalaires ou tableaux de scalaires d’un coté, et des grandeurs
typées sous forme d’objets de 'autre coté du pipe,

— les données de chaque processus sont ainsi parfaitement encapsulées,

— les variables internes manipulées par Herezh qui mémorisent 1’histoire du matériau,
reste stockées dans Herezh, ce qui en permet une gestion souple et dynamique (ex :
allocation dynamique),

— les variables de passages sont strictement uniquement celle d’'une Umat classique
préconisée par le logiciel Abaqus.

On s’intéresse maintenant aux aspects mécaniques théoriques liés au fonctionnement

de la loi Umat.

19 Prise en compte de la loi de comportement ex-
primée dans un repere orthonormé

Au sein du programme Herezh++, les lois de comportement sont formulées en coor-
données matérielles entrainées. Elle utilisent les bases naturelles et duales associées a

ce parametrage matérielle, pour l'expression des composantes des diverses grandeurs :
contraintes, déformations, vitesse de déformation...
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Les informations provenant de I’'Umat, que I’on nommera ”conteneur Umat”, sont sup-
posées étre exprimées dans le repere corotationnel associé a la déformation. Ce repere

{M , fa} représente une approximation du repere en rotation logarithmique. Il est ortho-

normé et différent du repere absolue I, de travail. On a ainsi : T, = T @ la variance n’a
pas d’importance.
Le conteneur Umat fourni :
— les coordonnées des tenseurs : o(t) = 0(t) T, @ T;, €(t + At) = e;;(t + At) T @ T
et Ae(t + At) = Aei(t + At) T8 @ T
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Septieme partie

Lois critere
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20 Prise en compte de critere sur une loi de compor-
tement

20.1 Introduction contexte, objectif et choix pour I'implanta-
tion de critere

On entend par critere, un comportement nouveau par rapport a la loi dite initiale, qui
est susceptible d’apparaitre et qui dans ce cas apporte une modification importante de
comportement. En ce sens, par exemple 'apparition de la plasticité entrerait dans cette
définition. En fait on s’intéresse a une classe plus restreinte de critere, et de maniere plus
précise les criteres envisagés concernent :

— lapparition de ruptures locales ou plus finement d’endommagements,

— lapparition de flambages locaux voir micro flambages, tels que I'apparition de plis
dans une membrane en compression, ceci dans le cas ou on veut prendre en compte
les conséquences de ce flambage local au niveau d’une loi qui est censée représenter
le comportement homogénéisé d’un tissu avec plis.

Ensuite en fonction de l'intérét des méthodes proposées, elles pourront étre étendues a

d’autres phénomenes.

Une idée générale est de définir des criteres qui puissent s’appliquer le plus généralement
possible, a priori indépendamment du type de loi initialement utilisé. L’indépendance a
évidemment des limites et on peut penser que dans la pratique, certains parametres du
critere puissent par exemple avoir des valeurs qui dépendent de la loi initiale envisagée.
Cependant d’un point de vue informatique, 'implémentation des criteres est envisagée de
maniere a pouvoir s’appliquer sur des classes quelconques de loi de comportement. Ainsi
dans les développements qui suivent, la loi n’est pas précisée et on cherche a limiter les
restrictions qui pourraient lui étre imposées pour l'utilisation d’un critere donné.

20.2 Critere permettant de prendre en compte ’apparition de
plis sur une membrane

La membrane ne doit pas pouvoir supporter des efforts de compression = plis. Comment
en tenir compte ?

1. Nécessité d’utiliser un critere d’apparition et classification des situations : = de nom-
breux travaux montrent qu’il est nécessaire de retenir un critére mixte contrainte /déformation :
— 07 min > 0 : membrane en tension dans toutes les directions de son plan médian
— €7 maz < 0 : membrane relachée dans toutes les directions de son plan médian
— sinon plis dans la direction de o ip

2. si plis : = modification de la raideur apparente du matériau et des contraintes et
déformations résultantes. En particulier les déformations dans la direction des plis
ne sont plus reliées avec la loi de comportement N\, de la stabilité de la structure

3. si relachement complet \, diminution encore plus grande de la stabilité.

Remarque Les répercutions de ’apparition de plis sont particulierement importantes
dans le cas de structures faiblement tendus.
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La figure 20.2 présente l'algorithme de traitement du critere de prise en compte de
I’apparition éventuelle de plis. On observe que le critere s’applique a une loi 2D contrainte
plane qui doit s’appuyer sur un comportement 3D quelconque. L’application du critere
entraine une des 3 possibilités proposées :

— soit il n’y a pas de plis, 'application du critéere n’entraine aucune conséquence sur

les contraintes et sur 'opérateur tangent,

— soit il y a un tel niveau de plis que ’état résultant de la membrane est totalement

relaché, dans ce cas les contraintes et 'opérateur tangent résultant sont annulés,

— soit il y a des plis dans une direction, mais il reste une direction tendue d’ou une

raideur et des contraintes résultantes dans cette direction. Un nouvel état d’équilibre
de type contrainte plane double, est calculé dans cette direction d’ou, par rapport
aux résultats initiaux avant ’application du critere, de nouvelles valeurs pour les
contraintes et 'opérateur tangent.

/,/'/Pour chaque pas de temps,
- en entrée de la loi de comportement : 7
P — on dispose de la cinématique e

— des données du pas précédent

Calcul de la loi de comportement,
condition de contrainte plane a partir d'un comportement 3D.

af 4 0P
=) o et Do

Application d'un critere sur les champs de contraintes et déformation
on adopte un critere mixte — 3 cas possibles

v

v

Pas de pli

Plissement dans une seule direction :
m===p On bascule localement et _
transitoirement en 1D doublement '
contrainte plane

. on applique une double condition
de contrainte plane a la loi 3D — les
variations d'épaisseur et de largeur
NB : la différence entre la déformation
mécanique de largeur et la déformation
géométrique — l'amplitude du pli

Plis dans les deux sens principaux —
la contribution a 1'équilibre est nulle
=== (n bascule localement et
transitoirement en contraintes nulles
NB : 1) sans doute contraintes
légerement différentes de O pour tenir
compte d'une raideur physique non
exactement nulle

2) raideur associée pour l'implicite
également non exactement nulle

I |

/En sortie : contraintes, raideur et

/

/ déformations d'épaisseur, et éventuellement —
direction des plis s'il y en a /

FIGURE 7 — Algorithme de traitement pour la prise en compte de plis dans le comporte-
ment mécanique macro d’'une membrane

[Exemple de mise en donnéed plis_clastique LOI.CRITERE
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H# o loi de comportement avec critere ........
TYPE_DE_CRITERE. PLISSEMENT_MEMBRANE
LOI_.CONTRAINTES_PLANES # loi de contrainte plane
NEWTON_LOCAL avec_parametres_de_reglage_
nb_iteration_maxi_ 20

nb_dichotomie_maxi_ 20

tolerance_residu_ 1.e-3
fin_parametres_reglage_Algo_Newton_

ISOELAS
2000 0.3
fin_loi_contrainte_plane # — fin de la loi de contrainte plane
fin_loi_interne # — fin des lois internes

fin_loi_critere # — fin de LOI.CRITERE

20.3 Particularités liés aux lois incrémentales

Dans le cas d’une loi élastique ou hyperélastique, seules les situations initiales et finales
sont a prendre en compte, I'histoire du comportement n’est pas a considérer. Ceci simplifie
la résolution.

Dans le cas ou la loi 3D interne au critere, comporte une partie incrémentale, il est
nécessaire de considérer I’histoire du chargement et d’étudier la signification des grandeurs
incrémentales nécessaires a la loi, en particulier I'incrément de déformation.

Lorsqu’il apparait un pli, la loi de contrainte plane évolue vers une loi de contraintes
doublement planes.

Le processus de résolution va nous conduire a adopter un nouveau tenseur de déformation
(appelé déformation mécanique) qui se trouve déconnecter des bases §; et §* qui restent
associées au paramétrage 0° de la cinématique. En conséquence les relations (366) ne
sont plus respectés. Cela implique que (367) n’est également pas valide et qu’il n’est plus
possible a priori d’adopter I"approximation (365).

On évoque maintenant une solution envisagée.

20.3.1 Reconstruction d’un repére matériel ad hoc

Pour palier a I'incohérence de la mesure de déformation et le repere associé, une solution
pourrait-étre de chercher a associer a la déformation mécanique, un nouveau paramétrage

0" avec les reperes {M, g’} et {M, ;;} tel que l'on satisfasse les relations (366) pour
la déformation mécanique. En fait, la connaissance de ce nouveau paramétrage n’est pas
nécessaire pour les calculs, par contre ce qui importe c’est la connaissance des reperes
matériels associés aux incréments de déformation mécanique.

Pour ce faire, le choix du repere {M , 5; = ‘71} = parait judicieux, reste a trouver le
repere matériel associé {M, g, }.

Or la seule connaissance d'un tenseur de déformation n’est pas suffisante pour déterminer
le repere matériel initial, car il manque les informations de rotation, qui sont indépendantes
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du tenseur de contraintes. Pour lever cette indétermination, on fait le choix pratique sui-
vant :

1. on retient le repere matériel {M , 17,1} qui est celui de la condition CP2, c’est le repere
final donc a t + At,

2. on suppose que la direction du vecteur V3 est toujours connu, et reste normale aux
deux autres vecteurs a tout moment,

3. la base {1_/;} est construite de maniere a étre toujours directe, on suppose que la
bases a t est également directe.

Remarque : Ici la condition CP2 s’applique comme un prolongement de la condition

CP, pour laquelle on connait la direction particuliere V3.
La premlere condition détermine le repere d’arrivé, qui est donc orthonormée et ’'on a

V, = Ve
La seconde condition impose que :

r . t+At 1 . t+At 1+
623—613—At 623—At 613—0 (398)

Cette condition permet de positionner et de calculer le repere a t en fonction de la
connaissance des composantes de la variation de la déformation mécanique, restantes a
savoir AFAL - AIFAL ot ALTAL 33-

Par définition : A§+Atef33 = 0.5(Va.Vs — g"(t)5.9"(t)s) = 0.5(1. — [|g"(£)s]|?)
d’ot I'intensité du vecteur ¢/(t)s

1g7(0)sl] = /1. — 2.8, (309)

La direction du vecteur étant supposée toujours connue, le vecteur gq’ (t)3 est ainsi completement
déterminé.
De maniere équivalente, l'intensité du vecteur g’(t)s s’obtient par :

1g7(1)all = /1. — 2.80,, (400)

Compte tenu de (398) le vecteur g /(t) doit se situer dans le plan normal & g’(t)s. La

projection du vecteur g'(t), sur g’(t); se détermine a I'aide de A2t/ ,

AP, = 051V = g7 (thg"(H)2) = —0.59"(D)1-9"(1)
d’ou
g'(tg'(t)y = —2. AP,
ou encore avec « le cosinus de Pangle entre ¢/(t); et g'(t);

_2 At+At /
cos(a) = t__C12 (401)

[lg"(@)al llg" (Ol

Si de plus (cf. les hypotheéses émises précédemment) on suppose que la base gﬁ’ (t); est
directe, les relations (400) et (401) détermine completement le vecteur g/(t),.

On voit donc qu’il est possible de déterminer un repere matériel associé aux déformations
dites mécaniques.
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20.3.2 Prise en compte de plusieurs repere matériels ad hoc

Supposons deux incréments a suivre avec plis. A priori, les deux directions de plis ne
sont pas forcément identiques. Cela signifie que les déformations mécaniques transver-
sales €55 et €/5; ramenées dans le repere de travail deviennent un mixte de déformations
cinématiques et de résultats du comportement. A la suite de plusieurs incréments, on ob-
tient a priori une déformation a t qui peut notablement étre différente de la déformation
cinématique. L’interrogation est alors de savoir qu’elle type d’incrément de déformation,
il faut fournir a la loi de comportement. Dans notre cas, a priori pour des raisons de sim-
plification, on propose de retenir comme incrément, l'incrément cinématique uniquement,
pour la partie non mécanique, la partie mécanique restant un résultat du calcul de la loi.

Une autre solution serait de considérer la différence entre la déformation finale et la
déformation mécanique enregistrée. Les difficultés engendrées seraient d’avoir a gérer
I’évolution des reperes matériels associés et au final la cohérence de la déformation mécanique
résultante vis-a-vis de la déformation cinématique.

20.4 Evolution du comportement avec ou sans plis

L’application du critere plis permets de statuer sur I’état de la membrane. Dans le cas
ou l'on enchaine plusieurs incréments de calcul il faut considérer différentes combinai-
sons suivant le type de I’état de la membrane qui précede le nouvel incrément. Il faut
donc considérer 9 combinaisons. L’objet de ce paragraphe est de préciser la méthodologie
retenue pour chaque combinaison, en particulier dans le cas de l'utilisation d'une loi
incrémentale.

20.4.1 Suite de 2 incréments sans plis

C’est le cas triviale ou le critere plis n’a été utilisé que pour constater I’état tendu dans
toutes les directions. L’état de contrainte est de type CP pour les 2 incréments.

Par rapport a un calcul classique en contrainte plane, on sauvegarde l’ensemble des
déformations 3D, utilisées pour la loi de comportement 3D, sous ’appellation de ”déformations
mécaniques” €;;mec(t + At) .

20.4.2 Incréments sans plis suivi d’un pli dans une direction

On utilise la forme particuliere des contraintes doublement planes, pour laquelle la
direction des plis est différente de celle du repere de travail (cf. 16.2, 16.4, 16.6, 16.8 ).

On applique l'algorithme vu précédemment (cf. 20.2).

En fin de calcul avec prise en compte des plis, on obtient des déformations associées
aux conditions CP2. On note V, , a=1..3 la base de CP2 telles que V, est la direction en
traction (direction du pli) , 173 est la direction de I’épaisseur de la membrane et 172 est
la direction normale au pli (appelée largeur en CP2). La déformation selon la direction
171 est une donnée d’entrée de la loi de comportement, est dépend de la cinématique des
points matériels. Les déformations selon les direction \71 1=2.3, sont a priori différentes de
celles issues de la cinématique. Ce sont des déformations que I’on appellera "mécaniques”
car issue du comportement mécanique local au travers de la loi de comportement.
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Par rapport a un calcul classique en contrainte doublement plane, on sauvegarde l'en-
semble des déformations mécaniques €;; mec(t + At) associées aux conditions CP2 dans les

—

directions V, , a=1..3 . Rappelons que ce sont les déformations qui ont été utilisées avec
la loi 3D associée aux condition CP2.

20.4.3 Incréments sans plis suivi de plis dans deux directions

La membrane est alors totalement détendue. Un calcul précis nécessiterait de calculer
le niveau de déformation correspondant a un tenseur de contrainte nul. Pour simplifier
le calcul, on adopte (dans une premiere étape qui devra étre validée) les simplifications
suivantes :

1. Le tenseur des contraintes issues de la loi de comportement est mis a 0 de maniere
arbitraire (donc il ne contribue pas a ’équilibre global)

2. l'opérateur tangent g‘:—kl est également mis a 0 de maniere arbitraire (donc il ne

contribue pas a la raideur globale)

3. on suppose que l'incrément At est faible, la membrane a t est donc supposée proche
de I’état relaché, aussi les contraintes a t sont supposées faibles. On retient alors
arbitrairement comme déformation mécanique a (t + At) celles de 'état a t, trans-
portée de maniere cohérente avec la dérivée de Jauman et maniere a limiter les
variations de volume éventuelles.

ijance(t + A1) = 5 (T eijmec(t) + ;T (1) (402)

N | —

20.4.4 Incrément avec un pli suivi d’un calcul sans plis

Les déformations finales a (t + At) dans le plan de la membrane sont celles issues de la
cinématique.

L’incrément de déformation, entre t et (£ + At) est obtenu par la différence entre les
déformations (t+At) et les déformations mécaniques a t, transportée de maniere cohérente
avec la dérivée de Jauman a (t + At).

1
AiJrAtEkl = € (t + At> o 5 ( %jAtEkl,meC@) + i.tJrAteklmec(t)) (40?))

La vitesse de déformation est calculée a 'aide de la formule 365.
On dispose ainsi de la déformation, de I'incrément de déformation et de la vitesse de
déformation, ce qui permet un calcul général d’une loi incrémentale.

20.4.5 Incrément avec un pli suivi d’un calcul avec un pli

Seule la déformation €';; suivant la direction du pli \71 est issue de la cinématique. Les
autres €, mecq sont déduites de la loi de comportement, elles sont d’ailleurs des inconnues
du calcul de la lois de comportement.
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On a donc :

le,meca(t + At) - 6,11(t + At) Vlk vll + 6/7"1€,meca Vrk th
avec (r,t) # (1,1)
= €tcine(t + At) /Vk.l '7l.1 Vl.k Vl.l + 6/rt,meca V' Vt.l (404)

L’incrément de déformation, entre t et (£ + At) est obtenu par la différence entre les
déformations mécanique a (t + At) et les déformations mécaniques a t, transportée de
maniere cohérente avec la dérivée de Jauman a (¢t + At).

1
A§+At6kl = Ekl,meca(t -+ At) — 5 ( ?jAtEkl’mec(le) + i't+At€klmec(t)) (405)

La vitesse de déformation est calculée a 'aide de la formule 365.
On dispose ainsi de la déformation, de I'incrément de déformation et de la vitesse de
déformation, ce qui permet un calcul général d’une loi incrémentale.

20.4.6 Incrément avec un pli suivi d’un calcul avec deux plis

L’analyse est identique au cas (20.4.3).
On applique la méme méthodologie.

20.4.7 Incrément avec deux plis suivi d’un calcul sans plis

L’analyse est identique au cas (20.4.4).
On applique la méme méthodologie.

20.4.8 Incrément avec deux plis suivi d’un calcul avec un pli

L’analyse est identique au cas (20.4.5).
On applique la méme méthodologie.

20.4.9 Incrément avec deux plis suivi d’un calcul avec deux plis

L’analyse est identique au cas (20.4.3).
On applique la méme méthodologie.

20.5 Remarques sur la variation des épaisseurs

Soit une bande de matiere modélisée par une membrane de forme rectangulaire ABCD :
Loxly (AB et DC alignés avec les x, BC et DA alignés avec les y) d’épaisseur hg. Supposons
que 'on exerce un sollicitation en traction par exemple en bloquant AB selon y et en
déplacant DC selon y d’une valeur uniforme AL : i.e. une sollicitation de traction simple
uniforme.

On obtiendra un état de traction unidirectionnelle selon y avec g¥%¥ # 0 et les autres
contraintes nulles. Comme la plus petite valeur propre dans le plan o;; est nulle, des
plis peuvent éventuellement apparaitre suivant x. Si aucune condition n’est imposée dans
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la direction x, I’équilibre mécanique de la membrane plissée est identique a celui de la
structure non plissée.

La loi plis a pour objectif de s’appliquer au matériau plissé vu comme une structure

plane non plissée. Du coup :

— si la structure physique reste plane, la nouvelle épaisseur et la nouvelle largeur de
la membrane seront celles qui correspondent aux dimensions initiales modifiées par
les déformations nécessaires pour obtenir les contraintes transversales nulles, ce qui
est le cas classique.

— si la structure ondule, la largeur en ’absence de condition particuliere selon x, peut-
étre quelconque. Se pose alors le probleme du calcul de I’épaisseur de la membrane,
vue uniquement sous sa forme projetée, que I’'on doit prendre en compte pour calculer
la section transversale a l'effort, c’est-a-dire la section xz. Cette section est nécessaire
pour calculer I'effort totale de traction : F}, = 0% x largeurxépaisseur. Cet effort
est nécessaire pour calculer ’équilibre de la structure!

Dans ce contexte, deux types d’épaisseurs sont a considérer :

1. I'épaisseur physique h de la membrane qui ondule. Cette épaisseur dans le cas des
comportements classiques, va diminuer avec la sollicitation de traction. L’épaisseur
finale dépend de l'épaisseur initiale hy modifiée par la déformation d’épaisseur
nécessaire pour obtenir 0**(g33) = 0.

2. I'épaisseur homogénéisé hy,,, qui, associée a la largeur géométrique de la bande
ondulée lyeon, doit conduire a la force correcte de traction.

Dans le cas d’'une mesure de déformation logarithmique, en supposant que I'on dispose
du coefficient de compressibilité, on a :

trace(o) v L l h

————=KxlIn|—)=K|(In|— In(— In|— 406
3 n(“O) (n<L0)+ n(ZO) " n(hO)) (406)
La longueur de la bande L est identique pour les cas plissé ou non. Par contre la section
transversale a considérer est pour le cas non plissé : h x [ alors que pour le cas plissé

c’est : Apom X lgeom. Pour avoir un volume (ou une section transversale) identique on doit
considérer :

By = X1 (407)

lgeom

Dans le cas d'un calcul éléments finis, la surface géométrique est discrétisée par des
éléments membranes et on dispose donc des déformations géométriques selon les axes 1

et 2 :ie. LLO et % On peut donc ré-écrire la formule 406 selon :
trace(o) L X lyeom Phom
— L =K |(In| —2E" [ 408
3 ( " <L0 X lgeom,O) i (hhom,O)) ( )
d’ou : . (o) I
race(o X
h om — h om — =1 — 409
hom, = fihom, 2 ETP ( sk " (LO x lgeom,o)) (409)

La conséquence de cette formule est que suivant la valeur du plissement (arbitraire) cela
conduit a une largeur /g, arbitraire et donc une épaisseur homogénéisée arbitraire. En
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particulier si Algeom = lgeom — lgeom,0 €5t bien plus petit que Al =1 — Iy, ce qui est normale
dans le cas d’apparition de plis, on obtient une épaisseur homogénéisée qui augmente !

Dans le cas d’'Herezh++, la grandeur L X lgeom correspond a +/g(t + At) et de méme
Ly x lgeom,O = g(t)

Dans le cas d'une version incrémentale, en utilisant le module de compressibilité tangent
”K,”, on retrouve une formule analogue a (322) (on se reportera a son calcul pour plus
d’information) :

hhom(t + At) =

(Tnom (t) +/9(1)) ( K ) (410)

g(t+At)  \K+ (P(t+At) — P(1)))

et pour le calcul de variation en utilisant une formule identique a (323)

Ohpom (t + At) — 1 d/g(t + At)
addl = ~(nom(t) Vg(t) Ko) (yg(t+At)y (K, + P(t + At)) addl

1 OP(t + At)
g(t + At) (K, + P(t+ At))2  0ddl

(411)

De maniere pratique, lors de I’exploitation des résultats sous Herezh++ on fera attention
a ne pas confondre :
— D’épaisseur homogénéisée disponible au niveau de I’élément sous forme d’ une épaisseur
moyenne
— et I’épaisseur locale du matériau, disponible au point d’intégration, au travers de la
loi de comportement.
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Thermique
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21 Résolution d’un probleme classique de thermique

21.1 Equation locale d’équilibre

On se place dans le cadre classique d’une thermique isotrope avec un comportement
statique et transitoire.

Dans le cas ou la pression est approximativement constante, I’enthalpie peut s’exprimer
sous la relation :

T
H(t, M) = / C,(r)dr (412)
0
C,(T') est la chaleur massique a pression constante. L’équation bilan devient :

ar S - - dr - .

p C, B +p C, V.grad(T) — div(A grad(T)) = p C, =~ div(X grad(T)) = Qr (413)
"T” : température (°K) , A conductivité thermique (W.m™' K1), Q représente de terme
d’apport volumique de chaleur, le terme source classique.

On se place dans le cas d'un volume de matiere que 1'on suit, le terme de transport
disparait et on obtient 1’équation classique.

T - .
p C, aa—t — div(A grad(T)) = Qr (414)
que l'on détaille en :
oT - - .
p C, i A A(T)) — grad(N).grad(T) = Qr (415)

Cette équation est utile par exemple lorsque la conductivité dépends de la position
géométrique. Si de plus la conductivité est constante, le terme grad(\) disparait.

Lorsque A dépends de la température : gr?zd()\) = g—% grEd(T) d’ou :

oT o - - :
T A A(T)) — 3T grad(T).grad(T) = Q (416)

Dans le cas d'un matériau anisotrope, le scalaire A\ devient un tenseur d’ordre 2,
symétrique A.

p Cy

21.2 Formulation variationnelle

La formulation faible s’écrit dans le cas d’un matériau anisotrope et d’'un volume matiere

D :

/pCp T Y*’dv~|—/ grad(T).\. gr&d(f’)dv:/ Qr Itdv—i-/ o T ds (417)
D D D oD

*
qui doit-étre vérifiée quelque soit les fonctions tests T et ou @ est le flux imposé sur les
frontieres 0D de diverses manieres.

On retient une interpolation nodale similaire au cas de la mécanique, pour la température :

T= T o (6) et T=T* i(6) (418)
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22 Prise en compte des conditions limites de contact

22.1 Réponse a la question : le point est-il intérieur a I’élément ?

Soit un point M et un élément fini E, une question qui est souvent posée au cours de
la résolution de la conditions de contact est : le point est-il intérieur a 1’élément ?

L’option retenue est dans une premiere étape de privilégier la précision par rapport a
la vitesse du calcul.

Le test est effectué dans I’élément de référence. Pour ce faire on détermine les coor-
données du point par rapport au repérage curviligne de I’élément de référence, a 1'aide
d’une méthode itérative de type Newton. Ensuite le test est effectué aisément sur les
coordonnées locales (curvilignes). Par exemple pour un hexaedre le test se résume a :
07| < 1.

Soit M,.¢ le point origine de I'élément de référence. Ce dernier a des coordonnées cur-
vilignes nulles ° = 0. L’objectif est donc de trouver les coordonnées curvilignes §° corres-
pondants a Mr;c]\/[ . Pour cela on utilise la boucle suivante :

— Initialisation : #* = 0

— boucle tant que ||A#|| > ¢ faire

— calcul de la base locale g; au point A(6#°)
— calcul de AGP = AM. g,
— '+ =AY’

Le point A ainsi déterminé représente au final la projection de M dans le repérage de
référence. Dans le cas d’éléments volumiques, a convergence A et M sont confondus, par
contre dans le cas d’un élément surfacique en 3D, AM représente le vecteur normal a
la surface passant par M. Il est alors possible de vérifier la condition d’appartenance a
la coque (ou plaque) : ||AM]|| < h/2 avec h I'épaisseur de la coque au point A, dont la
position est supposée étre au niveau de la surface médiane.

Remarque : Un point M tres éloigné de ’élément, peut conduire a un repere local
inexploitable, par exemple dans le cas d’éléments quadratiques. On se limite donc, aux
reperes locaux calculés strictement dans 1’élément.

22.2 Création des éléments de frontiére

Tout d’abord une explication sur la terminologie, on appelle frontieres de ’élément les
frontieres naturelles c’est-a-dire :

— pour les éléments 1D : les noeuds aux extrémitées en monde 1D, sinon également

I’élément en monde 2D et 3D,

— pour les éléments 2D : les arrétes de 1'élément en monde 2D, sinon également la

surface de I’élément en monde 2D et 3D,

— pour les éléments 3D : les surfaces externes de 1’élément.

En 3D, les arrétes des éléments surfaciques représentent a I’aide de la donnée d’épaisseur,
la surface latérale de I’élément. Les arrétes des éléments linéiques représentent a 1’aide des
données de la section générique, la surface latérale de 1’élément, et de méme pour les
points extrémes.
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22.3 Eléments de Contact

Une remarque générale : il serait théoriquement possible de traiter le contact en exa-
minant a chaque instant si les noeuds projectile sont interne aux éléments cibles. Cette
procédure est tres lourde, et on la réserve aux phases d’initialisation. Une fois déterminé
un contact c’est-a-dire un couple noeud - face (ou ligne) d’élément, il est plus avantageux
a priori de suivre le noeud en contact tout au long de son déplacement en gardant, d’un
pas de temps a l'autre, le souvenir de la face (ou ligne) avec lequel il est en contact. On
définit donc des éléments de contact constitué d’un noeud et d’une face (ou une ligne).

22.4 Pénalisation

L’idée de la pénalisation est d’introduire des efforts de réaction proportionnelle a la
pénétration. L’effort s’exerce d’une part sur le noeud qui pénetre, et d’autre part sur
la face (ou la ligne) de la frontiere qui est impactée. Se pose alors de probleme de la
répartition de 'effort sur la cible.

Le probleme n’a pas qu'une seule solution. Une premiere idée serait de répartir 1'ef-
fort sur les différents noeuds en fonction de la distance du noeud au point impacté. La
distance euclidienne utilisant des carrées et des racines carrées, peut se révéler relati-
vement cotiteuse au final sur un grand nombre de point impacté, en particulier si 'on
veut déterminer un opérateur tangent par rapport aux degrés de liberté du systeme. En
conséquence, la solution retenue est d’utiliser une expression moins précise, mais plus
simple et rapide :

2 2 XTI

= e (419)

22.4.1 Adaptation du facteur de pénalité en fonction de la raideur des matériaux

Le coefficient de pénalisation doit étre adapté a la raideur des matériaux en contact. Un
facteur trop faible induit une pénétration importante non réaliste. Un facteur trop élevé
va avoir tendance a “écraser” les autres constituants de ’équilibre. Nous allons examiner
différentes propositions.

La solution retenue par le logiciel LS-DYNA est d’utiliser un facteur de pénalisation
fonction du module de compressibilité du matériau d’une part, et de dimensions géométriques
d’autre part. Pour les éléments volumiques, la formule suivante est proposée :

fE A
Ve

ou a, est le facteur de pénalité relatif a la surface “s” de I’élément “e”, “f” est un facteur

d’ajustement fixé par défaut a 0.1, K, est le module de compressibilité de 1’élément “e”,

A, est la surface de face en contact, V, est le volume de 1’élément.

Dans le cas de I'impact sur un élément coque ou plaque de surface A., dont le module
de compressibilité volumique vaut K, on a :

Ke Ae

mazx(distance entre les noeuds)

(420)

ase
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22.4.2 Adaptation du facteur de pénalité a une zone d’accostage

L’idée est de prendre en compte une zone dite d’accostage, qui permet d’avoir une
régularisation de I'apparition de I'effort de contact. Soit I’évolution suivante :

B = 0 pour g>e
= 1 pour g< —e
1(g—e)?

= 1= bour lg| <e (421)

avec "e” la valeur de la zone d’accostage, et g la valeur de la pénétration.

— —
g :Mt-i-AtP N (422)

M,y A : position actuelle du noeud esclave, P le point de contact : égal a I'intersection de
la droite M;M;, a; lors de la pénétration, et ensuite valant la projection de M; A, sur la
surface maitre, N la normale & la surface maitre au point P.

[ est alors un facteur multiplicatif, utilisé pour calculer le facteur final de pénalisation.
Il est possible de tenir compte de la variation de § par rapport aux degrés de liberté de
I’élément de contact, via sa dépendance a g. Par exemple pour ’évolution proposée en
(421) on a :

d

@b _ 0 pour |g| >e

dg

s _ 1(g—¢

T " o v ldlse (423)

22.5 Frottement

Le frottement intervient lors du contact entre deux matériaux. Les parametres matériaux
dépendent en général du couple de matériaux en présence. Dans le cas d’Herezh++, le
contact est simulé au travers d’“éléments de contact” qui sont constitué d’'un noeud, ap-
pelé “noeud projectile” et d’une surface “cible”. On parle également de “noeud esclave”
et surface maitre. La surface est toujours constituée par une frontiere d’un élément fini.
La loi de frottement est donc associée a “cet” élément fini.

Les éléments de contact se créent et disparaissent au gré de 'apparition ou non de
contact.

Parmi les différentes lois de frottement disponibles, la loi dite de Coulomb est la plus
classique. C’est la premiere loi de frottement implanté. L’objectif d’une loi de frottement
est de déterminer les efforts de frottement en fonction du déplacement ou de la vitesse.

22.5.1 Loi de Coulomb

La loi de Coulomb est une loi phénoménologique qui est largement employée. On dis-
tingue la loi classique et la loi régularisée.

Dans le cas classique, deux types de régime peuvent survenir : soit les points en contact
ne glissent pas I'un par rapport a lautre, c’est le contact collant (stick contact), soit
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il y a glissement (sliding). Le comportement est régi par “le coefficient de frottement”
qui détermine le cone de frottement. La force de contact est telle qu’elle doit toujours
demeurer a l'intérieur du cone : strictement dans le cas du contact collant, sur le cone
dans le cas du glissement. Dans ce dernier cas on a la relation :

= rt
Fr = —pl|Fy]|. Vo (424)
Vil

Fr est la force tangentielle, p est le coefficient de frottement qui dépend du couple de
matériau en contact, FN est la force normale, et V(Tt) est la vitesse relative tangentielle
du point en contact.

Le coefficient de frottement peut également dépendre de la vitesse : en général au
démarrage le coefficient est plus important que lorsque le frottement est en régime établi.
Une modélisation de cette dépendance peut s’exprimer sous la forme suivante :

pu(v) = ps + (ps — pc).e " (425)

ou g est le frottement statique, pe est le frottement cinématique, v = HV(M)H est 'in-
tensité de la vitesse relative, u(v) est le coefficient variable.

La loi de Coulomb classique introduit une indétermination lorsque 1’on se trouve dans le
cone de frottement. Ceci peut-étre résolu par différentes méthodes générales (cf. théorie du
contact), mais il est également possible d’utiliser une loi de contact dite “régularisée” qui
permet d’éviter cette indétermination. Dans le cas d'un frottement régularisé, la relation
Fr = f(V,,) est toujours vérifiée (il n'y a pas deux régimes). Cependant la forme de la
fonction “f” tend a reproduire le fonctionnement initial de la loi classique de Coulomb.
Normalement, du au fait qu’il n’y ait plus d’indétermination, le calcul global est plus
robuste.

Dans le cas d’un calcul régularisé, on adopte le comportement suivant :

—

Vi
Vil

Fr = —pp()||Fy]l. (426)

ou la fonction ¢(v) peut prendre plusieurs formes. Les formes implantées sont extraites
de I'ouvrage de Peter Wriggers (Computational Contact Mechanics, Wiley, ISBN 0-471-
49680-4).

v

pr(v) = N (427)

p1(v) = tanh (g> (428)
-1 if wv<-—¢

p1(v) = 5 if —e<v>e (429)
1 af >

La premiere fonction est qualifiée par ’auteur de “square root regularization”, la seconde
de “hyperbolic tangent regularization” la derniere de “piecewise polynomial regulariza-
tion”. € est un parametre de réglage qui permet de controler le passage a la saturation
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de la loi. Lorsque ¢ tend vers 0, le comportement tend vers celui du modele original de
Coulomb.

Dans de nombreux cas il est nécessaire de disposer du comportement tangent par rap-
port aux degrés de liberté, par exemple pour le calcul de la matrice de raideur tangente
en implicite. Ici cela revient a déterminer le comportement tangent par rapport aux com-
posantes du vecteur vitesse, ce dernier étant lui-méme relié aux ddls de positions par les
relations cinématiques.

Dans le cas de la loi originale de Coulomb en contact collant, le noeud est enticrement
lié a la surface cible par une relation cinématique de position, on peut dire que le com-
portement tangent ne dépend pas de la loi de comportement.

Dans le régime glissant, on utilise la relation (424) en notant que :

Wiy = v Vi
T, et o = (430)
Ve Vi v
on obtient : . . .
OFr O (Vo) , Von Op 7
_ MO D) F 431
Ve, (“ W&t)( v )" o ) I e

Lorsque le coefficient de frottement est invariant le second terme de l’expression de
droite est nul, sinon nous avons :

o —c(ps — po).e "
— \ 432
a‘/((;t) ( v (Tt) ( )

Dans le cas d’une loi régularisée, il faut prendre en compte la variation de la fonction
de régularisation ¢(v). En fonction de (429) nous avons :

dpr(v) 1 (1 ~ (”_2) (433)

av(gt) (v2 + €2) v2 + £2)
dp1(v) 2 (VY
—— 2 = 1 —tanh® |- 434
(9V(it) an (5) (434)
0 of wv<-—¢
a(;ijgv) = > if —e<v>e (435)
(rt) 0 if >

La variation finale de (426) est alors :

OF o (Vi Vi, 0 Vi O ~

aV(?wt) (it) v v (9V(‘it) v 8V(Zt)

22.6 Détails d’implantation en pénalisation

Concernant la situation de contact, deux cas sont considérés :
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1. au début de I'incrément, le noeud M, n’est pas en contact, et a la fin M;, A, il est en
contact. A partir du mouvement du noeud et /ou du mouvement de la facette, une
trajectoire est définie et I'intersection de la trajectoire passant par le point a t avec
la facette définie le point de contact P. On mémorise la position local du point de
contact 0,

2. au début de l'incrément et a la fin de l'incrément, le noeud reste en contact. La
trajectoire considérée pour le calcul de I'impact est alors la normale a la facette.
Le point de contact P correspond donc a la projection de M, a; sur la facette. On
dispose également de la position du point initial de contact, transportée a I'instant
t + At via le déplacement de la facette. On nommera F, ce point particulier.

On a: . L '
OFR = OMH-At ¢7"( Ep)) (437>

avec OM ' les noeuds de la facette.
Avec cette notation PP représente le déplacement total du point d’impact sur la fa-
cette, ou le glissement total sur la facette.
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23 Eléments SFE

23.1 Introduction

Les éléments SFE (Semi Finite Element) sont des éléments coques qui ont la particula-
rité de ne pas utiliser de degré de liberté de rotation, mais uniquement les degrés de liberté
classiques de translation. La cinématique locale s’appuie sur les hypotheses de Kirchhoff
en transformations finies.

OM = OP(#*,0%) + z.N(0",6%) (438)

Ou M est un point courant dans I’épaisseur de la coque, P est le point correspondant de
la surface médiane de référence, 60 représentent les 2 coordonnées permettant de décrire
la surface médiane, z est la coordonnée d’épaisseur qui est supposée évoluer entre -h/2 et
h/2 avec h I’épaisseur de la coque, et N est le vecteur normal & la surface.

A partir ce cette cinématique on obtient le tenseur métrique sous la forme suivante :

Gop = Qo — 2 Z.baﬁ + 2’2 bawbg
Ja3z = 0
gz = 1 (439)

Ou g,p représentent les composantes (o, 5, 7 = 1,2 ) de la métrique au point M qui
varient, a,p représentent les composantes de la métrique de la surface médiane au point
P, byp les composantes du tenseur de courbure dans le repere naturel. On remarque que
la métrique comporte un terme linéaire en z et un terme quadratique. Pour une faible
courbure et une faible épaisseur, le terme quadratique peut-étre négligé. Dans le cas des
éléments SFE, sauf mention particuliere, la métrique complete est prise en compte.

A Taide de cette métrique on obtient naturellement un tenseur vitesse de déformation
quadratique en z. Pour la déformation, par exemple dans le cas d’une mesure de déformation
d’Almansi on obtient les composantes :

Cap = 0'5(ga6(t) - gaﬁ(o)) (440)

qui comportent donc implicitement des termes linéaires et quadratiques en z.

Le calcul du tenseur courbure est un élément clé des éléments SFE. Un premier modele
a été présenté par G. Rio [|, puis amélioré par G.Rio et B. Thati [], et également par la
suite par H. Laurent [|. Actuellement, S. Couedo [| a effectué une partie de ses travaux de
these sur la recherche d’'une mesure de courbure optimum en fonction de la position des
noeuds.

Ce qui différencie les différentes implantations est le calcul du tenseur de courbure.
Nous allons donc détailler différents calculs possibles et les conséquences sur les résultats.

23.2 Estimation d’une courbure a partir de la variation de la
normale de part et d’autre des arrétes

L’idée est d’utiliser la position des éléments mitoyens a 1’élément central, pour recons-
truire la courbure.
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FIGURE 8 — Positions des points

Considérons un triangle DCB entouré de 3 triangles extérieurs (fig.8), et soit CAB 'un
d’entre eux.
A partir des coordonnées des noeuds sommet on construit les normales et

DB x DC a, X

]\7: = = = = =
IDB x DC||  |lai x dz]]

(441)

. B x CA
N - BxcA (442)
[|CB x CAl||

Remarque adj n’est pas forcément égal a D%, idem entre d3 et DC

Nous avons également successivement :

— OG = (OB +0C +0D)/3 et 0G; = (OA+OC + OB)/3.

— U, = CBY||ICB]|

— Ul = N x (71, la direction normale & U; dans le plan de la facette centrale.

Ceci nous permet de calculer les distances de H; a GG; d'une part et de H a G d’autre
part.

HG; = CG;—(CG.U,).U;
hG; = ||HG|
gH, = \JCG.CG - (CG.U,) (443)
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On peut alors calculer la variation de la normale dans la direction Uj d’oti une approxi-
mation de la courbure dans la méme direction :

) No— N

Npr—oin—o— — b//%-ﬁ/.[j’ 444
7U2 (ng +h2GZ) U2U2 7U2 2 ( )

Cette opération peut-étre répétée suivant les 3 normales lfé des 3 cotés du triangle
central. Supposons que le tenseur de courbure est constant sur la facette centrale, nous
avons :

b = bopd” @ a’ (445)
d’ou :
buyy = bap(@*.Up) (@ .US) (446)

Appelons b; = by, la courbure calculée pour le triangle extérieur “1”

[A%] la matrice 3x3 telle que :

,1=1...3, et notons

A = (@U@ UL A2 = 2@ U (@.UL) A® = (@.U4)(a.U3) (447)
Notons également les composantes du tenseur de courbure sous forme d’un vecteur :
by =0b11 , bo="0b1a , by =by (448)
D’ou la relation matricielle finale :
(b:) = [AY](b:) — (bs) = [A7] (o) (449)

Le calcul de la variation de la courbure par rapport aux degrés de liberté nécessite
de tenir compte de la variation des coordonnées dans tous les termes des différentes
expressions précédentes. C’est ce qui a été fait et implanté dans Herezh++. Cependant, la
courbure ainsi définie, qui parait a priori intéressante, pose des problemes de convergence
vers la solution exacte, aussi on ne va donc pas détailler plus en avant la variation (sauf
si on trouve par la suite une idée pour améliorer cette forme initiale!!).

23.2.1 Probleme de convergence

Soit le cas test suivant. On considere un maillage de deux éléments dont les sommets
sont disposés initialement sur un plan, puis apres transformation sur un cylindre de Rayon
“R” de la maniere indiquée sur la figure (9). Dans opération, seul le noeud A bouge de
telle maniere que 1’élément BAC effectue une rotation d’angle “a” autour de I'aréte BC.

Si 'on applique le modele approché de calcul de la courbure selon ﬁg(l), nous allons
trouver une différence systématique, quelque soit la valeur de 'angle “a”, car :

by o~ e N e
UsyUaq) (ng + hiGi). 2(1)
1 1
~ 066 < sin(a),0,cos(a) — 1 > 8
sin(a)
~— 450
0.66 (450)
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FIGURE 9 — cylindre

D’autre part un simple calcul de géométrie montre que le rayon du cercle qui passe par
DBA’ est R = 0.5/sin(a/2) c’est-a-dire lorsque 1'angle est faible : 1/R ~ a D’ou :

U - (451)

lima_oby: '~ 7066

2(1)

Premier probleme Donc on voit que 'on n’obtiendra jamais la solution exacte. Ce
premier probleme peut-étre surmonté en considérant, non plus la distance du centre de
gravité a I’aréte, mais la moitié de la distance du noeud externe a ’arréte. Dans ’exemple
ce serait la distance de D a l'arréte BC d’une part et d’autre part la distance de A’ a
I’arréte BC. Dans ce cas on divisera par 1 et non par 0.66 et on convergera vers le résultat
exact.
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Second probleme Le second probleme est a priori plus difficile a résoudre. Considérons
toujours I'exemple précédent, et recherchons le tenseur final de courbure. Nous aurons dans
la direction [72(1) une courbure correcte que I'on note by. Dans les deux autres directions
on trouvera une courbure nulle d’oll : by = by = 0. Or une fois que 'on cherchera & calculer
les composantes du tenseur final via I'expression (449), on obtiendra une valeur correcte
pour byy = by et byy = by, par contre on aura systématiquement b5 # 0 alors que pour
un cylindre on doit avoirb;, = 0. On pourrait penser que le résultat dépend du nombre
d’éléments mis dans la largeur, mais il n’en est rien. Prenons par exemple 4 éléments
(fig.10). Le calcul de la courbure pour les 3 arétes sera identique !

FIGURE 10 — 4 éléments

En conclusion, dans l'état actuel du modele, on ne peut pas tendre vers la solution
exacte pour une géométrie de cylindre. On peut donc penser que la qualité des résultats
de flexion ne sera jamais bonne, ce que I'on observe au niveau des résultats numériques
dans le cas de la flexion d’une poutre (plaque) sur deux appuis avec une fleche imposée
au milieu. On observe une erreur systématique.

23.3 Modele original simple d’estimation de la courbure

Il s’agit du modele original introduit par Rio et all [], dont 'idée est de calculer la
normale au milieu d’une arréte a partir de la demi-somme des normales de part et autre
de l'arréte.
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FIGURE 11 — modele simple : I’élément SFE

Si I'on retient les notations de la figure (11), on a :

o NN (452)
1N+ Nif|

Le vecteur N@ est supposé se situé exactement au milieu de 'arréte c’est-a-dire au
point : E;. Ensuite le vecteur est étendu a toute la surface du triangle par interpolation

entre les trois normales N@ selon :
N(n',n?) = NOwg (453)
avec “1” variant de 1 & 3 et

way =2+ =1, wgy=1-20" , way=1-2 (454)

Ensuite a partir de la relation (453) on en déduit la variation du vecteur normal :

- ON(n',n? - - - ON(n',n? - -
N, = N0 _ojo - jey e w2 IV o g - gy (s
’ on' ’ On?
d’ou la valeur des composantes de la courbure :
b11 = —]\771.61 5 622 == —]\7,2.62 5 b12 = —0.5(]\7,2.61 -+ NJ._)Q) (456)
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Le calcul des termes by; et byy provient directement de la formule théorique du calcul de
la courbure. Par contre pour le calcul du terme b5, cela mérite une explication. En faite
on sait que d’un point de vue théorique, le tenseur de courbure est symétrique, car nous
avons :

. 0’0M

bap =GN = Z 0 N (457)

Or I'approximation (455) devrait conduire & :
b/12 = —]\_/:,1.672 et b/21 = _N,2-61 (458)

Or il n’y a pas de raison que dans le cadre de 'approximation (455), b}, soit identique a
by,. Aussi dans le modele original, on prend donc la moyenne :

bia = 0.5(b, + b))

En fait dans le cadre de I'implantation dans Herezh++, le tenseur de courbure est utilisé
essentiellement pour calculer la variation du vecteur normale. Dans ce cas, il est possible
également de garder le tenseur non symétrique ce qui conduit alors a la vraie variation
constatée a partir des N (@) ensuite pour d’autres calculs qui nécessiteraient un tenseur
symétrique, on peut symétrise le tenseur “b”. Donc les deux options sont actuellement
implantées, la validation numérique montrera si une option est meilleure que 'autre.

23.4 Modele Sfe2

Il s’agit du modele développé par H. Laurent et G. Rio. L’idée est d’essayer de prendre
en compte la non-régularité du maillage. Le modele est présenté dans la these de Hervé
Laurent [| et dans [|. L’implantation est ici légerement différente, mais globalement elle
devrait conduire aux mémes résultats. En particulier on ne se sert pas de la position des
centres de gravité pour calculer les normales sur les arétes.

Soit la figure (12) pour représenter une disposition courante.

Tout d’abord on calcul la normale sur les deux facettes N et ]\76. Ensuite la valeur de la
normale sur I'aréte est définie initialement a partir d’une moyenne pondérée en fonction
des distances des centres de gravité a l'aréte :

N6 _ (N H.G; + N, GH)

459
(H.G; + GH) (459)
En fait, cette moyenne pondérée est identique a la suivante :
_.. (N H,A+ N, DH,

(H,A+ DH,)

Cette derniere expression ne faisant pas intervenir explicitement la position des centres de
gravité est peu plus simple. C’est donc cette expression qui est implantée dans Herezh—++.

Au niveau de la position de la normale, I'idée est de trouver le point “H;” tel que si 'on
déplie la facette BAC pour la ramener dans le plan de la facette centrale DBC, le point
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FIGURE 12 - modele SFE2 : grandeurs pour le calcul sur une arréte

H; se situe a l'intersection des segments BC' et GG}, G} étant la nouvelle position de G;.

On doit donc avoir la relation :
GH;.CB = H,G;.CB (461)
En appelant U, = CB/||CB|| on obtient :

(BG; — GB).U,

Oﬁi20§+ﬁﬁ1avecﬂz 5

(462)

Le calcul de la courbure s’effectue a partir de 'interpolation des normales sur tout le
triangle. Pour ce faire, on définit les fonctions d’interpolation associées aux positions H;.
Ces fonctions sont calculées a partir des coordonnées locales des points H;. Soit O’ I'origine
du repere de la facette centrale (cf.13). Les coordonnées locales du point H; s’obtiennent
via :

0%y = O'H,.a (463)

On remarque que 1’on doit avoir : 0(23) =0et 0(12) =0.
En cherchant les fonctions d’interpolations sous la forme :

wy =a, 01 +b, 6> + ¢, avecr:1,2,?>et1\7:]\7rwr (464)
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FI1GURE 13 — modele SFE2 : éléments pour le calcul des fonctions d’interpolation

On obtient en notant s = 0, 07, — 03 0% + 07, 0,

a; = 9(22)/5 by = 8(13)/5 = —9(13) 9%2)/3
az = 1/0(3 = 0(1) Oy /(s O3)) by = —Ony/s cs= Oy O/
(465)
Maintenant, nous pouvons calculer le tenseur de courbure selon :
= Ow,
bog = —N" .a, 466
8 g0 05 (466)

Le tenseur ainsi obtenu est non symétrique contrairement au tenseur d’une surface
réguliere. On peut éventuellement le symétriser.

Remarque Le modele SFE2 doit conduire aux mémes résultats que le modele SFE1
dans le cas d'un maillage de taille d’élément constant, et pour lequel le point H; est au
milieu des cotés.

23.5 Modeéele Sfe3

Il s’agit d’'un modele initialement imaginé au cours du DEA de Mathieu Porez. L’idée
est d’utiliser un polynome quadratique pour interpoler les cotes des points externes, selon
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la direction normale a la face centrale. Sylvain Couédo, dans le cadre de sa these, a étudié
de maniere comparative, I’erreur entrainée par une distorsion de la régularité des triangles,
d’un maillage constitué d'un élément SFE dont les noeuds appartiennent a une sphere
ou a un cylindre, et a montré que l'utilisation d’'un polynéome d’interpolation conduisait
a une plus faible erreur comparativement aux éléments SFE1 et SFE2. L’implantation a
donc pour objectif de valider cette étude sur des maillages plus importants.

Supposons que les bases naturelle et duale associées a I’élément central DBC (on se
réfere aux notations de la figure 8) soient calculées, d’ou le calcul de la normale :

= Jlx&’g

V= ol o

On cherche a calculer la cote selon la normale du point A.
0> — DA.N (468)

puis ses coordonnées locales dans le plan de la facette :
6* — (DA — 6° N).a (469)

On suppose que la surface qui passe par tous les noeuds de 1’élément SFE est un
polynome en 6¢ :

0% =a (0" +b(0*) +c0 °+db0 +ed+ f (470)
Tout d’abord la surface devant passer par les sommets du triangle centrale cela entraine :
f=0,d=—aet e=—bdouil reste :

0*0',0°) =a 60" (0" —1.)+b 6% (0> —1.)+c 0" 0* (471)

Dans le cas oli il y a trois noeuds externes A° cela conduit a 3 équations d’ou le systéme
a résoudre :

Pl (B —1) 05, 05, —1) 0 04, (o 0,
Ol ( 1) 0 < —1) 003 ] \ ¢ 0
En appelant [K] la matrice et (SM ) le second membre on obtient :
a
b | =[K]"'(SM) (473)
c
Soit “M” un point courant :
91
M| (474)
63(6*,6%)
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cela conduit directement aux composantes de la courbure selon :

*M -
bas = saigs-V (475)
d’ou :
b11:2a, b22:2b, b12:C (476)

Dans le cas ou le noeud extérieur n’existe pas, on considere que la courbure dans la
direction de ce noeud est nulle.
Soit ¥ la direction normale a I’aréte pour laquelle il n’y a pas de noeud externe.

w=(1) (477)

v® étant les coordonnées locales de v.
La courbure dans la direction ¥ est :

1
by =< 01,07 > [ ZE 22; } ( ’, ) —2(a ()P4 (24 (0 D) =0  (478)

Ce qui constitue une équation de remplacement a I’équation initiale :

a0 (O, — 1)+ b 62 (05— 1)+l 6% =6

Dans le cas ou il manque deux noeuds extérieurs, on répete deux fois la précédente
opération. Enfin s’il n’y a pas de noeud extérieur en répétant 3 fois 'opération précédente
on obtient naturellement une courbure nulle ce qui est cohérent.

Dans le cas ou une des arétes appartient a un axe de symétrie ou a une ligne d’encas-
trement, la condition correspond a une dérivée imposée dans la direction normale au plan
de symétrie ou au plan d’encastrement. Soit d la direction dans laquelle la dérivée est
imposée, on a :

d=d"G,+d’N et 63 d°=d° (479)

ce qui signifie que la variation d’'un point géométrique de la surface : dM doit se faire
dans la direction imposée d.
En développant la derniere expression par exemple au point A on obtient :

a (20 —1.)d" +b (204 —1)d> + ¢ (0, &® + 6% d") =d® (480)

D’une maniere pratique, la direction d peut-étre construite a partir d’une direction
donnée en entrée w et de celle de I'arréte u :

d=1x1u

La condition dépend alors de la direction de I’arréte, qui dépend de la position des noeuds.
Cependant, dans le cas de 'opérateur tangent, par simplicité, il est peut-étre possible de
ne pas tenir compte de cette dépendance dans une premiere étape.

Dans le cas ou l'on veut définir un encastrement, il faut en plus de la condition de
dérivée, imposer un déplacement bloqué.

Le tenseur ainsi obtenu est naturellement symétrique.
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Remarque Le tenseur ainsi obtenu est naturellement symétrique, et le polynome ainsi
construit tiens compte de la position réelle des points extérieurs, donc de la non-régularité
des triangles.

23.5.1 Test simple de convergence sur une géométrie de cylindre

Supposons une géométrie de cylindre avec éventuellement un noeud manquant dans la
direction de ’axe du cylindre, on montre facilement que I’on tend vers la solution exacte.
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Onzieme partie

Chargement et Conditions limites
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24 torseur d’efforts via une répartition de charges
ponctuelles

Il est parfois utile de pouvoir imposer un chargement globalement, selon une répartition
spatiale voulue et avec au final, une résultante et un moment donnés : c¢’est-a-dire avec un
torseur d’efforts donnés. Ce pose alors la question de ’application en pratique des efforts
sur la structure dans le cadre d’un calcul par éléments finis.

Dans cette partie, on va utiliser une répartition d’efforts ponctuelles, appliqués aux
noeuds, qui permet d’appliquer au final un torseur d’effort désiré. On suppose donc connu
en entrée :

— un ensemble de noeuds sur lesquels seront appliqué les efforts ponctuelles. Chaque

noeud sera repéré par une position 7 P;”.

— un torseur d’effort représenté par une résultante : R et un moment M /o', PAr rapport
a un point "o’ 7 également connu.

— une fonction a valeur scalaire de répartition d’effort f (07 P;) qui indique le type de
répartition spatiale d’intensité d’effort ponctuel que I'on désire obtenir. Par exemple
si la fonction "f” est linéaire on introduit ainsi un moment de torsion classique.

Dans une premiere étape on calcule le centre de gravité ”G” de I’ensemble des points
pondérés avec la fonction f. On a :

. S,O'P.f(O'PR)

o4e = (481)
> [(O'F)
On transporte alors le moment au point G’ :
Mg =M,y —OGAR (482)

Soit 7 le vecteur unitaire de M /et soit P; la projection du point F; sur le plan
géométrique normale au vecteur M, et passant par 7G”. On a donc :

B . . M
GP'; = GP; — (GP:.m) 1 avec 11 = —L2 (483)
1Mcl]
avec le scalaire M, > 0
On considere le vecteur ¢; qui est proportionnel & GP'i A et qui s’écrit :
ti=5 GF 1 [(O'F) (484)

avec 7571 le vecteur unitaire de la direction, donc normal a GP’; et m. GP’; étant normale
am: .
7 m AN\ GP/;

AR (485)
G Pi]]
Le moment exercé par ¢; appliqué en P!, autour de m est :
M; = B (GP))* f(O'P) (486)
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Maintenant en considérant que l'ensemble de ces moments individuels vaut la valeur

recherchée M /G

ZM BZ f(O'P) = My

My
>, (GF)? f(O'R)

Ce qui permet d’obtenir les moments exercés individuellement :

(GP))? (O'P)

on en déduit :

b=

M, = —— (GP))? f(O'P) =

¥, (GP)? f(O'F) S, (GR [(OP)
Maintenant on considere la répartition suivante de forces ponctuelles :

Fy=a f(O'P) R+t =a f(OP) R+ 8 GP 1, f(O'R)

On en calcule la somme que 1'on veut égale a la résultante :

=S "F=a fOP)E+8 Y. GP T f(OP)

(487)

(488)

(489)

(490)

(491)

On peut remarquer la relation suivante en tenant compte du fait que Pf P; est colinéaire

avec m :

GP; A1t = (GP'; + PIP) Ay = GP'; At = GP'; 1]

Ce qui permet d’écrire :

> GP T f(O'P) <Z GP; fO/P)) =0

d’olt
1
o= ——=
> [(O'R)
et la valeur des fonctions ponctuelles :
— rp — —
> f(O'F)

"ijl

Calculons le moment de cette répartition de force

ZGE/\F}:ZGE/\MEJFZGEAf

p >, F(O'P) g

Montrons que le premier terme est nul :

GPi A —R: —_——— GP, f(O'P; R =
; > fOP) X, f(O’Pj); (6P 0P A
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d’ou

ZG}%/\FE:ZG}%Aﬁzzﬂi:M/G (498)

On a donc déterminé une répartition de forces ponctuelles F; dont la résultante et le
moment résultant correspondent a des valeurs voulues, ceci avec une pondération donnée :
f(O'P;). L’expression finale de la répartition est ainsi :

—

F, = f(O'P)a R+ B GP.t, f(O'P)

a
B ,m/\GP’
- <QR+5 i|mpm>
(o
) (o 7

— O,P _P/z>
— f(O'P) ?i> (499)
avec M
8= G et o= ;ﬁ
> (GF)? f(O'R) > [(O'F)
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Annexes
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25 Eléments particuliers de calcul tensoriel

25.1 Calcul matriciel pour les changements de base

Supposons deux bases curvilignes g; et G/ et les bases duales associés : ' et . La base
G’ peut s’écrire dans la base g; et de méme pour g dans g

Ji=063 . §"=+,7 (500)
On peut aussi exprimer ces relations sous forme matricielle :
@0 =181@) . (@) =[] @) (501)

Pour les matrices [ﬂzij ] et [ } le premier indice est I'indice de ligne et le second indice
et 'indice de colonne.

Comme nous avons par définition de la base duale : g/.g"7 = 5] cela conduit a : une
relation sur les matrices associées :

5 7] 5f
= B (502)

d’ou sous forme matricielle

[<gi>(3")] = [6/]
= B0 (503)

ou encore :

B = ) = ] et (877 = [ R (504)

Dans ces relations la signification des indices ”i” et ”j” n’est pas celles des indices de
tenseurs par exemple, car on traite ici ’ensemble de la matrice. Ce sont dans tous les
cas des indices muets. Par contre leurs positions a de I'importance, le premier indiquant

I'indice de ligne et le second l'indice de colonne. En inversant on a aussi :
; ;11T i T j -1
[67] =[] = [’V(T)j] et [87] = [5@).]@'] = [7i] (505)

25.1.1 Application pour un changement de base quelconque d’un vecteur

Supposons un vecteur A = A7t = A5g"™. On cherche & exprimer A; en fonction de A}
et vice versa.
On a naturellement :

A; = Aj4% ou sous forme matricielle (4;) = [vk}T( %) (506)

2
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D’ou également la relation inverse :
(A =[] AT () = )7 (A0 = [57] (A) (507)

Cas des coordonnées contravariantes, A = A'g; = A*G'. On cherche & exprimer A en
fonction de A% et vice versa. On a naturellement :
A= A" B ou sous forme matricielle (A’) = [6,’5]T (A™) (508)

D’ou également la relation inverse :
-1

(A7) = Hﬁ;f ﬂ (517 (™) = [8/]

1T

(4') = [f] (a) (509)

25.1.2 Application pour un changement de base quelconque d’un tenseur

Supposons un tenseur A = A;;§ ® §¢7 = A},G’* ® g". On cherche & exprimer A;; en
fonction de A}, et vice versa.
On a naturellement :

Aij = A5y ou sous forme matricielle [A;;] = hﬂT (A% [7S] (510)
D’ou également la relation inverse :
! L . o . .
G =[] DA 1A ) 2] = D) 1Al 2] = [87] 14w [8]°
(511)

Cas des coordonnées deux fois contravariantes, A = AY§;®@g; = A"} ®g}. On cherche
a exprimer A¥ en fonction de A* et vice versa. On a naturellement :

Al = AMBi37 ou sous forme matricielle [A7] = [B,f]T [A™M] [57] (512)

D’ou également la relation inverse :

o I . 1 -7 1 g T
A7) = [[@rf] ] B 1AM [87) (8517 = |87] 191817 = o] 149 [
' (513)
Cas des coordonnées mixtes covariantes contravariantes, A = AlG g = A kf i*® g
On cherche & exprimer A7 en fonction de A’} et vice versa. On a naturellement :

A7 = Ak B7 ou sous forme matricielle A7 = h’ﬂT (A7) 157] (514)
D’ou également la relation inverse :
-1 . _ o . _ I
) =" AT A 187 180 = ) IAd 1) = (87 147 [s)”
(515)

Et pour finir, le cas mixte : contravariant covariant, on a :
Al = A/ﬁﬁ,‘h‘lj ou sous forme matricielle A’; = [ﬁ,ﬂT (A" [44] (516)

et la relation inverse :

=[] e e =[] e = B e
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25.1.3 Cas particulier de la base absolue

Supposons que les vecteurs g; et §* s’écrivent selon :
G=BI, et F=A I° (518)

Si I'on utilise les formules génériques pour passer des bases §; et §* a la base absolue il
nous faut calculer les matrices [3] et [vy]. Par définition nous avons alors :

gLo=1,=8lg ., §"=0I"="¢ (519)

d’ou
Ji_ T = j b b o= b
Bl =1.g =4, , v,=1g;=B; (520)
c’est-a-dire sous forme matricielle et compte tenue des relations qui existent entre [3] et
Rk

1T

17 (521)

871 = [42) = [A17 = (2], bl = (Bf1 = [BY)” =[]

25.2 Particularités liées a plusieurs paramétrages matériels

Supposons deux types de coordonnées curvilignes 6° et 0" et les vecteurs de bases
s A .= M ~; M
naturelles associées : g; = 357 et §; = 57

g dans g; sont : g;.g; d’ou :

. Par définition les composantes covariantes de

gi= 1359, § = (7:-5) G (522)
Par ailleurs nous avons : . ' '
oM 00’ o0y’
7= 2 =G : 92
917 901 o7 Y oor (523)
d’out : a9
o =07 (524)

Cas particulier : Supposons que 0" = X'? c’est-a-dire que le paramétrage 6" corres-
pp q q p

pond & des coordonnées dans une base de référence orthonormée (pas forcément la base

globale). Dans ce cas §, = I} c’est-a-dire les vecteurs de la base de référence et 'on a :

06’
8X’ 7

=I.§ (525)

SN

J / T
Les termes a%?/i correspondent aux coordonnées dans la base de référence, des vecteurs

de la base duale initiale g’
Application : Supposons un état initial représenté par les points matériels M et un

état final représenté par les points M. On suppose que les points matériels sont repérés
par leurs coordonnées initiales X’ dans un repere orthonormé de référence et un jeu
de parametre 0’ qui en éléments finis sont par exemple les coordonnées des éléments de
référence qui servent pour l'interpolation.
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Dans ce contexte, on a directement acces aux vecteurs des bases naturelles avant g; et
apres déformation g; via les fonctions d’interpolation. On cherche maintenant a déterminer
les bases naturelles associées au paramétrage X'*. Par définition on aura :

gi=I, et gi=1,=.7) g (526)

Cette formule permet de déterminer les coordonnées de la base naturelle déformée,
correspondante a un paramétrage (cartésien) initial arbitraire d’une base orthonormée, a
partir des bases naturelles associées & un paramétrage curviligne quelconque 6°

De la méme maniere on aura :

jr=T=("g) (527)
Remarquons que la base I nest pas a priori orthonormée.

Cas particulier d’un espace 3D avec une base de deux vecteurs : Dans le cas
ou les vecteurs g, et g, sont dans le plan I, [’ , la matrice jacobienne de la transformation
6° < — > X7 est carrée et dans le cas general non-singuliere. Par contre dans le cas
général ol les vecteurs ne sont pas dans un plan X?, le probleme est mal posé et n’a pas
de solution.

Cas particulier d’un espace 3D avec deux bases de deux vecteurs : Suppo-
sons que 'on dispose d’un repere orthonormé 2D particulier [}, i , la formule (526) est alors
exploitable a condition d’étre capable d’effectuer les produits scalaires ([z d”). En parti-
culier, les différents vecteurs peuvent tres bien avoir 3 composantes, i.e. étre définis dans
un autre repere global composé de 3 vecteurs.

25.2.1 Opérations dans une base orthonormée 2D dans un espace 3D

Soit connu un repere orthonormé 2D particulier ). Ce repere est défini initialement
par la connaissance des vecteurs de la base duale initiale dans ce nouveau repere :

g =7 I =1 I" (528)

Les coordonnées initiales des vecteurs de la base duale I} sont supposées connues. Nous
allons voir que les coordonnées locales 7% sont suffisantes pour définir I'ensemble des
vecteurs des différents reperes.

Tout d’abord nous allons calculer les nouvelles coordonnées de la base naturelle a partir
de la relation g*.gs = §%. Notons : gz = 87 ]_Z/

NB : Notons que par rapport aux chapitres précédents de changement de base (cf.25.1),
c’est le second indice de [B'YB] qui représente le numéro du vecteur gg, ce qui évite dans les
notations des résultats, ’emploi de I'opérateur ”transposé”.

.Gy = 8% = (V% TPV, ) =% B85 =% 85 (529)
Ce qui signifie que :
(5] [82] = [63] clesteaedire [85] = [43] 7 [55] = [vh] (530)
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en notant ainsi que si la matrice [yaﬁ] est construite de telle maniere que chaque ligne
représente un vecteur de la base duale g%, et (cf. la remarque précédente relative a la
transposée) les vecteurs de la base naturelle gs seront représentés par les colonnes de la
matrice [575]

La formule (528) peut également s’utiliser pour calculer les coordonnées de la base

orthonormée I’? dans la base naturelle G. - En effet supposons que nous nottions tempo-
rairement I’ = I'°*g, . Pour un repeére orthonormé, les vecteurs de la base naturelle et
duale sont identiques d’ou

P =1, =1%G, =13, (531)

Par définition nous avons I’ ; =T 3.0% c’est-a-dire :

I's = T'gg" =T5.(351°) = 5575 =%
ou encore
Iy = 7% Ga (532)

NB : En remarquant comme précédemment que la colonnes 3 de [fy%] représente le

vecteur g
De maniere équivalente on a également :

=g g (533)

NB : Ici c’est la ligne § de la matrice [$%] qui représente le vecteur 1"

Maintenant nous pouvons retrouver les coordonnées de la base orthonormée locale I
dans la base globale I* & aide de (532) ou (533) connaissant les coordonnées des vecteurs
de la base naturelle g, ou g*. Par exemple avec (533) et (528) on a :

[’ =g g =p 1% I° (534)

25.2.2 Mixte de repéres orthonormées, et reperes curvilignes

Supposons que 'on dispose & l'origine d'un paramétrage curviligne #° avec les bases

naturelles et duales associées g; = ‘g% et ¢*. Ces vecteurs et positions sont exprimées dans

un repere orthonormé de référence fa

On suppose maintenant un repere orthonormé particulier Iz et on veut utiliser les coor-
données initiales dans f;’) comme nouveau paramétrage matériel X ;. Dans ce cas la base
naturelle associée & ce parametrage est de manicre triviale I'.

Maintenant on suppose une transformation géométrique représentée par une variation
des vecteurs de la base naturelle g;. Les composantes de ces nouveaux vecteurs sont
naturellement exprimés dans le repere initiale I,

Nous avons vu qu’il est également possible de calculer la variation du repere naturel Iz

associé au paramétrage matériel X} via la formule (526) : I = (I'.§7) EYJ
Dans cette formule, tous les vecteurs sont naturellement exprimées dans I, et il faut

noter que I} n’est évidemment pas un repere orthonormé en général.

156



On cherche maintenant a se repérer dans [ .

Supposons les notations suivantes : 14 = I’? I on a par définition :
[P =10.0"=(10.9) (g;1") (535)
Dans cette formule on remarque que les deux produits scalaires sont interchangeables et

que l'on peut également interpréter la formule de la maniere suivante : (g}jf '») représentes
les coordonnées de g; dans le nouveau repere, et ensuite la relation (526) est utilisée pour

calculer I’équivalent de g; c’est-a-dire I relativement au nouveau paramétrage X ;.

25.3 Contraction des tenseurs

Produit une fois contracté : on contracte les vecteurs les plus proches ex :
A.B = (AG,®g,).(B"G. ® g) = A7 B¥ gy G, ® gy = A" B! G ® g, (536)

Produits tensoriels On introduit trois notations particulieres a partir de deux ten-
seurs du premier ordre A et B :

T = A®B = (479, ® 3;)@(B" gy ® ) = (A*.B")3i ® §; ® g ® Gy (537)

T = A®B = (A" §; ® §;)®(B" g, ® §)) = (A".B™)§; ® §; ® g1 ® G (538)

T'=A®R B =1/4.(A%B"+ A* B" + A" B* + A B"Mg @000 0  (539)

Dans le cas ou les tenseurs A et B sont symétriques et qu’on cherche a obtenir un
opérateur qui conduise a un résultat intrinsequement symétrique par rapport aux deux
premiers indices et par rapport aux deux derniers indices, par exemple dans le cas (qui
nous intéresse ici) ou on cherche a calculer un opérateur tangent, i.e a déterminer un
tenseur du quatrieme ordre T qui sera “a priori” utilisé en double contraction avec un
tenseur du quatrieme ordre symétrique pour les deux premiers indices et les deux derniers
(construit a partir du produit tensoriel d’un incrément de déplacement ou de vitesse ou de
vitesse virtuelle avec un second tenseur du méme type). Dans tous les cas, le fait de cette
contraction, supprimera tous les termes n’ayant pas la symétrie de base. Ainsi soient par
exemple E et F'| symétriques du second ordre et Z = E ® F du quatrieme ordre étant
donc par construction symétrique par rapport aux deux premiers indices et par rapport
aux deux derniers indices. On a la relation importante suivante :

T:Z=T:Z=T':Z (540)

*
Donc 'opérateur ® agit comme filtrant les parties non symétriques qui de toute maniere,
disparaissent dans I’expression finale. Ainsi d’'une maniere pratique, au niveau de I'implémentation
*

informatique, on utilisera “pour 'opérateur tangent” I'opérateur & a la place de I'opérateur
® et de ®, bien que ces opérateurs soient différents intrinsequement.
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On remarque donc que le tenseur T, de part sa construction, est symétrique par rapport
aux deux premiers indices et par rapport aux deux derniers indices : 7"k = T"il —
Ttk — T3k 1] a donc 36 composantes différentes d’ott la possibilité d’avoir un stockage
plus compacte que tenseur général du 4°°™¢ représenté par 81 coefficients.

NB : voir également 540 pour une explication pratique dans le cas de 1’élasticité isotrope
linéaire.

25.4 Variation d’un vecteur normé

Supposons un vecteur U’ quelconque et le vecteur normé colinéaire : U = ngll' On
cherche a calculer la variation du vecteur normé.
Par définition (en notant U une variation quelconque) :
7 1 =] 3 T3 1 =]
oU =——0U" —U'.U)——U (541)
17| o[
Dans le cas ou les vecteurs sont connus via leurs coordonnées contravariantes :
U’ = ou" g, + U" g, (542)
d’ou :
U .U = (BU" g, + U" 8g,).(U" §;) = oU" U" g;; +U" U 0.5 dg;, (543)
et au final
- 1 . . . . . . 1 -
oU = H(le(@U'Z g +U" dg;) — (oU" U” 9ij + U uio.s 99ij) W U’ (544)
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