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1 Introduction

L’objectif est I'introduction de loi Hyperélastique dans un code éléments finis. On se
situe dans le contexte des travaux développés par Denis Favier et ces collaborateurs : Pierre
Yves Manach, Laurent Orgéas. Une premiere mise en place a été effectuée dans le code
Herezh, version fortran 77 (Rio, Manach []). Suite & I'introduction de potentiels spécifiques
aux élastomeres (Thuillier, Moreau, Rio) l'utilisation directe du formalisme initial, qui
s’appuit principalement sur la décomposition polaire du tenseur de déformation, a entrainé
plusieurs difficultées. En particulier le calcul et 'utilisation du parametre angle de phase
conduit a des complexités numériques inutiles qui pourraient ne pas apparaétre dans le
cas de l'utilisation d’une autre série d’invariants. Ainsi I'idée est de remplacer dans le
code de calcul, les parametres de la décomposition polaire, a savoir la trace, le rayon de
Mises et la phase, par des parametres plus simples a utiliser numériquement, par exemple
n’entrainant pas de division par zéro pour certaines configurations. Ceci n’empéche pas de
développer et d’exprimer le potentiel sous forme d’invariants particuliers qui ont I'intérét
d’étre parlant physiquement. La transformation que l'on propose n’est que purement
mathématique, étant entendu que les choix d’invariants sont équivalents entre eux : a
partir d’un certain choix d’invariants (complets et indépendants entre eux) on doit étre
capable d’exprimer n’importe quel autre choix d’invariant.

Dans ce travail on se propose d’utiliser tout d’abord pour les calculs intermédiaires les
moments du tenseur de déformation et la variation volumique relative V.

I. = =€ +e+6
_ 1. .
II, = 56;6;
I, = 1eiejek
e T 35%

- L (1)

On verra dans la suite du document que deux mesures de déformation sont envisagées :
la mesure d’ALMANSI et la mesure de HENCKY (logarithmique). Dans le cas de la mesure
d’ALMANSI nous avons la relation :

1 B - - 4
e = L2+ 2% — 4T, + 8111, —8III, — gff (2)

alors que dans le cas de la mesure de HENCKY nous avons :
In(V) =1 (3)

A partir de ce choix d’invariants il nous faut redéfinir un certain nombre d’expressions
nécessaire au calcul de la contrainte de CAUCHY et de ces variations par rapport aux
degrés de liberté. Pour ce faire nous reviendrons aux définitions initiales des grandeurs de
base.

Remarques Un des problemes qui se pose lors de la recherche d’un potentiel hy-
perélastique, est le découplage déformation volumique / déformation avec changement de



forme. Supposons que le solide considéré est soumis a une pression hydrostatique, c’est-
a-dire que la trace du tenseur des contraintes est non nulle, la contrainte de MISES ou de
TRESCA est nulle, et 'angle de phase dans 'espace déviatoire des contraintes est quel-
conque. Dans ce cas, il apparait naturelle d’obtenir un tenseur sphérique de déformation,
ce qui correspond a un changement de volume sans changement de forme. A l'inverse un
changement de volume, sans changement de forme devrait habituellement conduire a un
tenseur sphérique de contrainte. Dans la pratique, ’obtention de ce type de comportement
est difficile a satisfaire dans le cas de I'utilisation de la mesure d’ALMANSI, contrairement
au cas de la mesure de HENCKY pour laquelle la la variation de volume est directement
reliée a la trace du tenseur de déformation.

Dans le cas de la mesure d’ALMANSI nous retenons comme invariants finaux : la trace
de la déformation qui mesure l'intensité de la partie sphérique, le deuxieme moment du
déviateur des déformations qui mesure 'intensité du déviateur et enfin la variation relative
de volume qui se révele étre une grandeur distincte, particulierement intéressante pour
les élastomeres.

i, = I1, - <
6
y o= Y9 (4)

Dans le cas de la mesure de HENCKY , la trace et la variation de volume étant directe-
ment lié, on utilise le troisieme moment comme troisieme invariant indépendant.

I, = é€=e+e+e=In)
_ _ 12
I, = II,— =
6
111, ()

Les potentiels sont supposés s’exprimer a ’aide de ces invariants. Dans une premiere
étape les diverses expressions sont développées a 'aide des moments, puis pour I’écriture
finale on effectue un changement de variable.

Les développements initiaux concernent la mesure d’ALMANSI. La mesure de HENCKY
est prise en compte uniquement pour certain potentiel.
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2 Expressions générales de la contrainte en fonction
du potentiel

L’objectif est de relier la contrainte au potentiel élastique. Tout d’abord dans le cadre
d’un comportement hyperélastique, on suppose que le solide possede une énergie libre,
fonction d’état uniquement, c¢’est-a-dire indépendante du trajet de chargement par exemple.
Soit un paramétrage matériel ' cet énergie peut s’exprimée sous la forme :

E:/edm
D

= ep dV = / epy/g db"
/,Z') Dref \/_
= /2)0 €000 d‘/o = \/’Z)Tef Gop()\/.% d@l (6)

avec e I’énergie par unité de masse et p la masse volumique, 'indice 0 étant relatif au
corps non déformé.

Classiquement la modélisation du comportement hyperélastique se réfere au corps non
déformé alors que dans notre étude nous ferons référence au corps déformé. Ce choix,
qui a priori n’est que mathématique, nous parait plus en adéquation avec les mesures de
déformation retenues : ALMANSI et HENCKY ainsi qu’avec la contrainte associée : CAU-
cHY. Cependant, nous introduisons quelques notations classiques relatives au milieu non
déformé, de maniere a pouvoir effectuer par la suite des comparaisons.

Soient les grandeurs :

— w = ep la densité d’énergie par unité de corps déformé,

— W = egpo la densité d’énergie par unité de corps non déformé,
avec ces notations 1'énergie s’écrit :

E = / wdV = / w gdei
D D..; VI
= WdV, = / W \/godd’ 7
/DO o= J WV )

d’otu la relation qui relie les densités :

—wﬁ: w
W = N 1% (8)

Maintenant calculons la puissance en utilisant les relations classiques de la mécanique
des milieux continus.

: d(w\/9) . . / ,
E = / ————df" = o:D \/qdb'
D,., dt D ve

ref

= | v 9

ref
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d’ou :
1 d(wyg)  GodW
D—ﬁ dt  \Jg dt (10)

On suppose que 'énergie interne n’est fonction que de 1’état de déformation du solide
c’est-a-dire du tenseur € ce qui permet d’écrire :

ia(ﬁd\/g) deij _ Lﬁ(w\/ﬁ) -
\/g 861‘]‘ dt \/g Qeij "
V3o OW deyy T OW )
\/g 5’% dt a \/g 662‘]' K

Ces expressions ne sont valides que si les composantes du tenseur de déformation sont
exprimées dans le repere matériel entrainé pour la mesure d’ALMANSI et le repere en
rotation logarithmique pour la mesure de HENCKY.

Ainsi par identification on obtient la relation générale permettant le calcul des compo-
santes du tenseur des contraintes a partir des variations de la densité d’énergie élastique

ou potentiel :
g 1 O(w 9o OW
ol — (w/9) _ V9% (12)
V9 O V9 e
Ces composantes sont exprimées dans le repere matériel entrainé pour la mesure d’ALMANSI
et le repere en rotation logarithmique pour la mesure de HENCKY.

o

o:D = oY D;;=

2.1 Cas particulier d’'un comportement purement sphérique

Considérons le cas d'une variation de volume sans changement de forme, en transfor-
mations finies.

I _ I
D= (=21d+D)="-21d (13)
3 3
Dans Cce Cas Nnous avons :
I, Ip
D = —Id+S): | —Id

I, Ip

= 222 1d:1d
3 3
IO’ ID

= 223=—pI 14
5 3 pIp (14)

Cette formule est respectée quelque soit le tenseur des contraintes. En particulier, dans
le cas d’'un comportement anisotrope, ce dernier peut ne pas étre sphérique.

Le tenseur de déformation est par contre sphérique et la déformation d’Almansi suivant
I'axe ”i” est par exemple, dans le repere naturel associé au paramétrage absolu initial () :

g = 0.5((N)* = 1)

d’ou la vitesse de déformation '
Di; = M

11



.On a: g; = ]z et é; = )\z]z D’ou gij = 6ij ()\1)2 et gij = 5ij 1/()\z>2 Ce qu1 permet le
calcul de la trace de la vitesse de déformation :

ANV
ID:Dijg]:Zy:V

. On retrouve le résultat connu de la vitesse relative de variation de volume.
Cette expression est introduite dans :

oc:D=—-p— (15)

ou encore : )
o:DVG=—pV Vi (16)

D’autre part :

o(w
9vyg

ow
VIS T
ow - -
= \/EWV‘FU)\/QOV
. ow
= \/goV (V W +w) (17)

En groupant les relations et , finalement on obtient :

() .

Dans le cas ou I'on utilise un potentiel exprimé sous forme d’une densité d’énergie par
unité de corps non déformé (type Mooney-Rivlin classique et les autres potentiels de méme
type) : W = egpp = w V, la formule est encore plus simple :

oW

=V (19)

—-p

Ces deux formules peuvent-étre utiles pour calculer le module de compressibilité.

12
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3 Cas d’un comportement isotrope, expressions générales
de la contrainte en fonction des invariants de la
déformation et du potentiel

On se place dans le cadre de la mesure de déformation d’ALMANSI et on retient les
invariants introduits dans l'introduction.
On suppose que le potentiel ne s’exprime que par 'intermédiaire des invariants du fait

de l'isotropie matérielle. o
w=w(l, I, III,) (20)

d’ou le calcul des variations par rapport aux composantes de déformation.

Ow 0w Ol Ow OII, Ow OIII,

dey;  OI. 7 7 21

Les variations du potentiel par rapport aux invariants sont propres au potentiel étudié.
Par contre les variations des invariants par rapport aux composantes de déformations
peuvent étre calculées indépendamment du potentiel considéré.

3.1  Variation du premier invariant par rapport aux compo-
santes de déformations

ol oe)  Oewg™)

8617- aEij aEij
= Mt =0r0 " ey =G t e 22
8eij g M 861‘]‘ ’ Jg M 8eij g M 86@' ( )

Pour calculer les variations des composantes duales de la métrique il nous faut revenir a
la définition des composantes de la déformation.

1. N
€ij = §(gij — gij) ou encore G;; = 2€;; + ¢ij (23)
d’ou : 56
Gkl -
2= =260/ 24
a‘gij k"1 ( )
La relation :
grg"™ = oy, (25)
conduit a : o o4l
Okl oty O™
_ZIkL — 26
8%9 Gkl (9%- ( )
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ou encore

grkgklaglm - Taglm
- l
(9611 662‘]‘
agrm
ﬁeij
ArkAmlagkl ~rk amlo ¢k Sl ATE AMJ
= — =07 g"25;0; = —2g" g™ (27)

c%ij

ce qui permet le calcul final de la variation du premier invariant :
o1, . oM
€ nij +e
86@' g M 8%
= §Y = 209" = 57 — 26" (28)

Sous forme tensorielle en adoptant les notations proposées en @D :

(aaze) g2 (29)

3.2 Variation du second invariant par rapport aux composantes
de déformations

Le calcul est plus laborieux mais il suit la méme procédure qu’avec le premier invariant.

oI, 0 (1 e 1/oe, ny , O
= _ = E
8615 j 2 2 aEij ! m@ z]
_ ( g erm m El a(gmrerl))
- €] m
86” Oe;;
aerm Al ang I A aerl
— . T m _"_ , _"_ m mr_
( 6 El 861'] g K 6 erl 86,;j €m9 662-3-
= ( ghgwe’/‘mel + 67’15771]9”6?1 - 26 erlgmlgrj + Eingmr(sri(slj)
— 2( 260 €™ 4 glel — 2ele] + € g™ g
= —2d ™ 4 Y (30)
Sous forme tensorielle : or
11,
( 5 ) =€e—2e€€ (31)
€
On remarque dans ce calcul 'expression :
Ol o
az —2gliel 457 gl (32)
ij

qui va etre utilisée dans les calculs suivant.

15



3.3 Variation du troisieme invariant par rapport aux compo-
santes de déformations

OIlI, 1, . 1 (Oe, oel! i O€F
- <elmekef>—§(a e+ G+ el ae;)

( 25"l + 5mjg Verer 4 e (— 2™, 4 ki g™ NeF + € e (— 29’“ Iy (5Jg ))

= - ( 260 4 G €M 4 €U (—2€] + Op5) el 4 €l e (—2¢) + o))

3
1 o
= 3 (=26 e + el e — 2eelef + €'e] — 2€l ™) + €l ™))
= —2d €Mt 4 €] M (33)
Sous forme tensorielle : o171
( 3 6) =€.€— 2 €.c€.c€ (34)
€

3.4 Variation du jacobien en fonction des déformations

8e,~j - \/%861‘]‘ (35>

On se reportera également aux expressions (203)) et (204) qui donnent les formes ten-
sorielles des variations de V et de son inverse.

3.5 résumé : variation des composantes de la métrique et de la
déformation en fonction de ¢;;

Ces formules seront en particulier utiles pour la variation du tenseur des contraintes en
fonction des composantes deux fois covariantes de la déformation.
— composantes deux fois covariantes de la métrique :

agkl

a% = 20} (5] =24, g{ (36)

En utilisant la notation particulier de produit tensoriel pour tenseurs symétriques
introduite en Annexe :

a4 ~ ~ _
(ﬂ) Fei=2I8I (37)
Oe )
— composantes deux fois contravariantes de la métrique :
agrm ) )
— 9T 38
Do 9”9 (38)

16



sous forme tensorielle :

Oe

Remarque : On remarque que contrairement au cas d'un tenseur classique, la
dérivée du tenseur métrique par rapport aux composantes du tenseur déformation,
n’est pas un tenseur (une grandeur unique), chaque variation d'un type de compo-
santes données conduit & un tenseur particulier (au méme titre que que la dérivée
temporelle de Lie).

— composantes deux fois covariantes de la déformation :

oarm . . _
(57 > G @ Gn = —2IOI (39)

asz
=0, 6l = a; 9] 40
3613 9x 9 (40)
ou encore 5
€kl Sk oo S 5
— = Il 41
< e ) g ®g ® (41)

— composantes deux fois contravariantes de la déformation : En utilisant la symétrie
des tenseur € et I on obtient :

O i g ki 1j ki Alj
=" g7 =2 (g™ 7+ gY) (42)
0%
en tenant compte des symétries des tenseurs on a :
e ~ A _ _ _
<¥) G @ g = IRI —2 (IRe + eRI) (43)
— composantes mixtes de la déformation : Ce calcul a été réalisé en (32)) :
Oel o
—24"€, + §" & 44
by 9" o, (44)

d’ou en tensoriel :

e\ 2 o cmoon s li ] Al N D o m oo D oo D
<36) GRI"RGRG = (20", +§" ) GR35 ® g ® g
ij /.

B 86%m
\ Oe )

— composantes deux fois contravariantes du produit une fois contracté e€.€ :

On a

~

@§" = (=20, ¢+ G 8, G G @ G ® i ® g

LStk

= (=207 + 3" §7) G ® G ®§ @
_— 9 IBe+IoI (45)

8€Fm e ki Im j ki 1j k ki ¢ ki Alj
e = 2(0" €M+ e, M)+ e gY) (46)
ij

Sous forme tensorielle :

a— 7 7 z = S S = — _
( % ) Gk @Gi0g;@g; = =2 (I&(e.€) + €€ + (e.£)DT) + [Qe+eRT (47)

17



3.6 Expression de la contrainte en fonction des trois moments

On reprend 'expression générale en fonction des invariants.
N VL)
\/g 862']'
1 (8(w\/§) oI, N O(w\/9) OI1, N I(w\/9) 8[?[6)

\/g 816 0eij 81:16 862']' 8[7[6 66@'
- 1 3(W\/§) i ij 8(w\/§) i mi ij 8(w\/§) j m ki J ki
= ﬁ<a—[€(g — 2 )—Faj——le(—QEmE +€7) + o111, (=26 e e™ + el ™)
_ g (L2WVE) | L (Owve) , dv) |
V9 Ol V9 \ OII, oI,
o 0 0 , , 0
e (UAD o KD g i L (o 2D (15)
Va9 \ OI11, oIl V9 oI,

On observe des termes d’ordre 0 a 4 en ¢, les termes multiplicatifs ne dépendant que
des variations du potentiel.

On peut également utiliser la relation de CAYLEY HAMILTON pour exprimer les termes
du troisieme ordre en fonction des autres ordres et des invariants.

ok (12 N S A P
G#G?Ekz :Ieegnemz_ (7 _]Ie> €9 4 <]]I€—]EII€—|—F> gzﬂ (49>

d’ou :

o — i L (8(w\/§) _p 9y9) (I—g ~ LTI + 1716)) +

Vg \ Ol oITI. \ 6
i 1 Owyg)  Owyg)  O(wy9) , _
6 ﬁ(_Q or. o, ' omn ‘2”e>)+
iomi L (0(wy/g) I(wy/9)
o ﬁ( orir, (12102 a[—[6> (50)

Cette derniere formules est identiques a celle donnée par D. Favier (ref?).

3.7 Expression de la contrainte pour un potentiel exprimé en
fonction de la variation relative de volume, de la trace du
tenseur de déformation et du second moment du déviateur
des déformations : V, 11, I,

On suppose que le potentiel s’exprime a partir de ces trois invariants. Il nous faut donc

modifier les formules obtenues précédemment.
Tout d’abord nous exprimons les nouveaux invariants a partir des moments.

I. = 1inchangé
_ _ 12
I, = II.— =
6
1 - - 4
7z = 1-20+ 21 —AII + 8111, —8III, — §I§ (51)
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d’ou pour les variations :

d(I.) = inchangé

d(I1.) = dIl. — %dle

2 a _ _
—o5 AV = (~2+ AL 81T — AI*)dI, + (~4 + 81)dI1, — 8111, (52)

ce qui permet le calcul des dérivées partielles :

ol __ ole __ ole  __
ol w_ W,
oV 3 BT: . _3572 3 v M—I:?,: : 68\57;6 - ’3 (53)
=V (1—2L +21?—411,), ar = V2 (2—4l), s =4V7,

Nous pouvons maintenant calculer la contrainte a partir d’'un potentiel dépendant de nos
nouveaux invariants (formule [50)).

o7 = g%ag + ’ay + € €™ ay (54)
avec :
1 0 0 0
w = Ly (wy/9) iy (wy/9) by (wv/9)
NG ol, 191% oll;
1 0 0 0
I SO N BN L)
VI ol oV olI;
1 I(w,/9) 0(w+/9) I(w\/g)
“ = (d1 o, TP av TR (55)
et :
blzl, b2:V, 63:—%
21,
01:—2 CQZO 63:?—{—1
dl = 0 dg - O dg = —2 (56)
Sous forme tensorielle :
oc=§a)+e€a+e€e€ay (57)

Remarque : Le tenseur g n’est autre que le tenseur identité noté également I

On observe, dans ces formules, différents invariants. On pourrait chercher a n’utiliser
que ceux intervenant pour la définition du potentiel. En fait, d’'une maniere pratique,
I’ensemble des invariants est disponible dans le calcul, il n’y a donc pas beaucoup d’intéréts
a modifier les formules si-dessus.
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4 Calcul de la variation de la contrainte

Dans le cas d’une résolution d’un probleme d’équilibre mécanique, a ’aide d’un schéma
explicite, le calcul de la contrainte est suffisent. Par contre 1'utilisation d’un schéma im-
plicite nécessite en général la connaissance de la variation des contraintes par rapport aux
degrés de liberté par exemple.

Comme pour le calcul des contraintes, nous allons chercher & obtenir une expression
générale qui dégage d’une part des termes généraux, indépendant du potentiel utilisé. Ces
termes pourront etre calculés de maniere littérales. Et d’autre part, des termes propres
aux potentiels considérés. Les expressions obtenues permettront de lister les différentes
variations du potentiel nécessaires.

4.1 Expressions générales : variation par rapport aux degrés de
liberté

On suppose une résolution par éléments finis. La variation du tenseur métrique et du
tenseur de déformation par rapport aux degrés de libertés est connu, elle dépend du type
de discrétisation retenu donc en général du type d’élément finis utilisé. Ces variations ne
seront donc pas explicitées dans les développements qui suivent.

En reprenant I'expression générale (cf. on obtient pour la variation :

do 04 +A8ag n Oe N day +8(e.e) N day
addl ~ 0ddl™ " 99adl T addl™ T €addl " oddl " ¢ €odai

(58)

Il nous faut maintenant expliciter le calcul de la variation des termes a; (cf[55)). Pour ce
faire il est nécessaire de connaitre d’une part la variation des termes relatifs au potentiel.

P(wyg)  0P(wy/9) OI N 9*(wy/g) OI I N 9*(wy/g) OV

01, oddl 021, dddl ~ OI.0II; Oddl 01,0V  oddl

P(wyg)  P(wyg) 0L O*(wy/g) 0T 9 (wy/g) OV

OIT: dddl ~  OII:0I, Oddl 02I1: dddl ~ OII:0V Oddl

9*(w/9) _ 9*(wy/g) 01 N 9*(w\/g) OI I N 9*(wy/g) OV (59)
oV addl V oI, dddl 0V 0l dddl 0*V  oddl

et d’autre part la variation des termes b;. En fait seulement trois de ces termes ont une
variations non nulles.

ob, OV

oddl ~  dddl

obs 101

oddl ~—  30ddl

863 2 6[6

oddl ~  30ddl (60)

20



Il reste a déterminer la variation de l'inverse du jacobien, que 'on calcul a partir de
celle de V.

N
v (61)

Sl-

d’ou .
0% _ oo ov (62)
oddl V2 0ddl
En conclusion, pour le calcul de la variation de la contrainte il faut disposer :
de toutes les variations secondes du potentiel,
des variations des divers invariants par rapport aux ddl.

4.2 Variation par rapport aux composantes covariantes de la
déformations

Ce cas peut-étre intéressant pour calculer les éléments d'un comportement tangent.
Comme dans le cas précédent, en reprenant I'expression générale (cf. on obtient
pour la variation :

Jo _ g P dag ta Je few day
o) " \0eis ). 7 de;) ' \ey) O¢ij ) .

+a d(ee) +€€e® O
N\ oy )T deij )

= T=TY§®§0§%{ (63)

Dans cette expression, il s’agit de produits tensoriels de tenseurs symétriques, le résultat
est un tenseur qui par construction possede les différentes symétries d’un opérateur tan-
gent sauf la symétrie T4 et TV,

Pour le calcul de la variation des termes a; (cf[55) il est nécessaire de connaitre d'une
part la variation des termes relatifs au potentiel.

(82<wa>> _ Pwyl) (azs) PACNG) <afzg) | Pwyi) <av>

ol de ) 21, \0e) " 9Ll \ de ) ' LIV \ e )
(82(w\/§)> _ 9*(w\/9) (8]6) N 0*(w+/9) (8[&) N 9*(w\/9) (8_V)

oIl de ) oIT.01, \0e) o2, \ oe ) " oI1.0v \ o€ )
(82(w\/§)> _ 9*(w/9) (6[6) N 82(w\/_§) (81_16) N 9*(w\/9) (8_V> (64)

oV Oe V 0l de ) OV Oll; \ Oe 0%V Oe |

et d’autre part la variation des termes b;. En fait seulement trois de ces termes ont une

variations non nulles.
0bs oV
(5e) - (%)
0bs 1 /01,
(a_> - _§(ae)..
Jdcs 2 (01,
(3) - 3(5). )
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En conclusion, pour le calcul de la variation de la contrainte par rapport aux compo-

santes covariantes du tenseur de déformation, il faut disposer :
de toutes les variations secondes du potentiel,

des variations des divers invariants par rapport aux composantes covariantes du

tenseur de déformation.
Pour mémoire on rappelle les variations qui ont déja été calculées :

g 99"\ & _ = _
= @ G = —2 IQT
<a€z‘j>.. ( Oe > 9o ¥
Oe ekt - A _ _ _
= (=) Gog=IRI-2(I I
(3%)_. (36).. G ? (I&e +ebl)
6(6.6) o aeffm Eml 2, ® 2, ® :,‘ ® :,‘
aeij - 867/‘7 . gk gl gl g]

= 2 (I®(e.€) + e + (e.6)DI) + IGe + BT
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Quatrieme partie

Potentiel de Treloar
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5 Exemple du potentiel de TRELOAR avec variation de
la déformation volumique

5.1 Expression du potentiel original

Initialement le potentiel introduit par TRELOAR ne comporte pas de variation de la
déformation volumique. Il s’exprime en fonction des élongations principales, et est repéré
par rapport au solide initial.

L;
Wr=C (Al + X5+, —3) avec )\i:L—O (67)

L; étant une grandeur caractéristique dans la direction i.
Dans une premiere étape nous exprimons les élongations en fonction des composantes
du tenseur de déformation d’ALMANSTI calculées dans la base principale orthonormée.

= (U5) - 1 1)
(L7 1

1
12
que 'on introduit dans ’expression du potentiel :

1 1 1
WT:C( + + —3)

d’ou

A2 (69)

1—261 1—262 1—263
_ ¢ ( 3—4(er + €2+ €3) + 4(€1€2 + €263 + €1€3) B 3)
1 —2(e1 + €2+ €3) + +4(€e1€2 + €ae3 + €1€3) — 8€r€2€3

Si 'on utilise les invariants principaux de CAYLEY HAMILTON :

I, = 6§:€1++62+63:I_€

1, 2
I, = 5 (dej. — efei,) = €169 + €963 + €163 = 5 11,

_ I3
ITI, = det(e) = exepey = IT1. — IIT, + — (71)

Avec ces invariants le potentiel s’écrit :

3 — 4l + 41,
Wr = ¢ <1 — oI + 44l —8III, 3)

— 4] + 212 — 4] T

1 =21 + 21> — I + 8 I1. — 8111 — 517

On remarque que le dénominateur est I'inverse de la variation volumique relative V. De
plus on introduit le deuxiéme invariant du déviateur.

Wr = C(V*(3—4l + 217 —4AIl,) - 3)

4 _
= C (V2(3 — 41+ 5162 —41T;) — 3) (73)
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Dans notre cas on se réfere a la configuration finale.
w=C=(V*@B—-4l.+-1-—4II;) -3 (74)
V 3
Dans cette expressions figures le jeux d’invariants recherché : I, , V et I1-.

Dans les calculs relatifs a la recherche des contraintes ’expression utilisée sera plutot :

4 _
Vow = Vi/gow = /9oC (V2(3 — 41 + 51}2 —411;) — 3) (75)

Ce qui en constitue la forme finale

5.2 Prise en compte de la variation relative de volume dans le
potentiel de TRELOAR

On propose de décomposer le potentiel en deux parties, une premiere partie relative aux
déformations ne dépendant pas de la variation relative de volume et une seconde partie
dédiée a cette variation volumique. La forme de potentielle relative a cette seconde partie
est classique (cf denis). La premiere partie est obtenue par une modification du potentiel
initial de TRELOAR.

4 1 VK
Vow = % (C (v2(3 — 41 + 512 —41T) o 3) + TW(V))
4 _ K
= V% ((J (v4/3(3 — 41, + 513 —4I1;) — 3) + VTW(V)) (76)

On vérifie que lorsque le volume de matiere reste inchangé, le potentiel est identique au
potentiel de TRELOAR original.

5.3 Nouveau potentiel : prise en compte d’un durcissement lors
des fortes élongations

Dans le cas de fortes élongations, on observe expérimentalement un durcissement de la
réponse du matériau. Une interprétation physique de ce phénomene est ’approche pour
les chaines moléculaires, de la limite maximale d’extension, constituée en théorie par une
ligne droite. Dans la pratique, ’enchevétrement des chaines, diminue la limite théorique
d’extension. Enfin les fortes élongation peuvent également entrainer une cristallisation de
la matiere qui a aussi pour conséquence de raidir de comportement.

Alors que les moyennes élongations sont assez bien modélisées par exemple par les
formulations statistiques, le cas des fortes élongations est assez mal cerné. Dans notre
cas nous proposons une approche phénoménologique simple s’appuyant sur le modele de
TRELOAR modifié par la prise en compte de la variation relative de volume.
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Pour simplifier I’écriture finale on introduit une grandeur A intermédiaire.

4 _
A=VY33 -4l + 512 —411.) -3 (77)

Lorsqu’il y a peu de variation de volume, ce qui un cas courant pour les élastomeres, A
tend vers de grandes valeurs pour les fortes élongations. Dans cette situation, 1’évolution
du potentiel est linéaire en A. L’idée est de modifié cette évolution pour la rendre expo-
nentielle.
A" VK

Dans le cas ou A est plus petit que a, si 'on adopte un coefficient r relativement
important, le terme A (f)% doit etre négligeable par rapport a la partie linéaire. Par
contre on doit observer ’évolution inverse, dans le cas ou A est supérieur a a, la partie

exponentielle devenant prédominante. Le facteur a joue le role de valeur de coupure, et
le parametre r permet de faire varier la courbure de 1’évolution.

5.4 Calcul des variations premieres et secondes du potentiel de
TRELOAR avec variation relative de volume

A partir du potentiel décrit par la relation , on obtient pour les dérivées premieres :

Owvg)  _ \/%CV4/3(—4+§I€)

dl.

G(w\/ﬁ) _ 4/3

oIl ey

Owyg) _ HYqCV'Y?) K, ,

S = e (V) + Kin(V) (79)

et pour les dérivées secondes :

O*(w+/9) 8/qCV21,

021, 3

P(wvg) 0

0I.011;

Plwyg)  A/gCV3(—4+ 21,
IOV 3
*(wyg) _ 0

0211

P(wyg)  —16/gCV/3
oI1.0V 3

2 -2/3
agj\v@ - 4\/9_009V +§(m<v>+1) (80)
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On remarque, que toutes ces expressions, y compris celle du potentiel, peuvent étre
évaluées, quelque soit la valeur numérique des invariants utilisés, sauf V=0. qui représente
un cas non physique.

5.5 Calcul des variations premieres et secondes du nouveau po-
tentiel

Les dérivées premieres sont calculées a partir des expressions (77)) et (78)).

9(wy/9)

oI,
3(w_\/§)
oll;
O(wy/9)

ov

Ow/g) 04 =4/90 (C +(2r+1) (g) QT) VAB (=1 4 ;16)

A Ol
a(gf) 8815116 = 4/ (c +(2r +1) (é) ) /s
O(wy/g) 0A

A 9V + /90 (%lrﬂ(V) + Kln(V))

N (o et (4)) v (8-t + 31 =411 = 3) + i (5 1n(0) + Kin

et pour les dérivées secondes toujours en utilisant la dérivée intermédiaire par rapport

aA:
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9 (O(wyg) 0A AN s 2 2
a_A( o ) A= 164/g0(2r + 1)2r (5) V(=14 21,)

9 (O0wyg)\ 0A AN s 2
8_A( L @],]__—16\/%<2r+1)2r -~ VI (=14 21)
d [(0(wyg)\ 0A 16 AN s 2
94 al. >8V+ \/_<C+(2r+l)(a) Vv (—1+§Ie)
16

2 AN 4 _ A
g\@(q + gle) (2r +1)2r (E) Vo33 — 4l + 512 —4II)+ | C+ (2r+1) (5)

9 (Owyg)\ 0A AN s
9 ( orr. ) o 16+/go(2r + 1)2r " 1%
(w\/9) 16 AN
— or+1) ( = /3
aA( oL av V(O] )V
16 AT 4 5 16 AN
5 Vo (2r+1)2r = v/ (8—Al+ 12 =4Il = /oo | C+ (2r+1) (=

2 ( (61\//_)> o+ \/_ (C +(2r+1) (21)2) V23 <(3 4L+ %IJ" —4IT,) — 3) _

J@ (gznw + %)
)

)
4 AN\ 4 _
gw/—go(2r +1)2r (— Vs ((3 — 41 + glf —41T;) — 3) +
a

T S R S
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Cinquiéme partie
Présentation actuelle des potentiels
AMF
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6 Exemples de potentiels dédiés aux alliages a mémoire
de forme (AMF)

Pour modéliser les comportements superélastique et ferroélastique des AMEF, Denis
Favier, Pierre-Yves Manach, puis Laurent Orgéas ont proposé des formes de potentiel
particulieres. Ces potentiels sont tous exprimés selon :

w=w(V,Qe, @) (83)

Comme le montre la relation précédente, les potentiels w sont fonctions d'un jeu de trois
invariants différents des invariants de base : la variation volumique relative V', 'intensité
du tenseur déviateur des déformation @), et la phase du tenseur des déformation ¢.. Ces
deux derniers invariants sont définis par les relations :

Q. = (201.)""

111, 111
€ 211

Remarque : Initialement les potentiels proposés s’appuyaient sur la mesure d’ALMANSI.
De nouveaux développements sont introduits dans ce document pour prendre en compte
également le cas de la mesure d’HENCKY qui permet alors un découpage additif du
potentiel entre variation de volume et variation de forme quelque soit l'intensité de la
déformation, ce qui n’est pas le cas avec la mesure d’ALMANSI.

Dans le cas de la mesure d’ALMANSI nous avons la relation :

- 1 1—2I II. ILII. 1% 1
1. = — R 85
812 * 8 2 + 3 + 6 27 (85)

Pour mémoire, quelque soit la mesure de déformation :

_ 1 . .
I, = Eég.ég
1. — ‘dag
Vo= \/igﬂ (86)
0

Ainsi deux types d’invariants intermédiaires sont utilisés.

— Soit le potentiel est calculé a partir des invariants de la mesure de déformation
d’ALMANSI (cas historique). Les invariants intermédiaires retenues sont : V, I, I,

— Soit le potentiel est calculé a partir des invariants de la mesure logarithmique e =
mesure de HENCKY. Les invariants intermédiaires retenues sont alors : I, I 1z, 11,
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6.1 Calcul des variations premieres du potentiel, expressions
générale

6.1.1 Cas de la mesure d’ALMANSI

L’idée est d’utilisée le jeux de variables intermédiaires :
En partant de : I.,0I1,V

0Qe 1
8]_15 N (2[_]g) 1/2
dcos(3p.) 3v6
ov 4 (201.)*? V3
1 Il 1 1
M - %i ___|__€_|__]€__]62
ol (QIIg) 3/2 4 3 3 9
Ocos(Be) V6 V6 (L1 (57)
oIl (2171.)""? (21.)"? \3 2
Il vient ensuite :
9 (wy/9) Ow Ow  dcos(3p.)
Z\"vI) V(=
ov V% < (8V i dcos(3p.) OV ) * w)
d (wy/9) Ow  dcos(3p,)
— = Vv
oI, Voo ((9 cos(3p.) Ol >
9 (wy/9) Ow 0Q. dw  dcos(3p.)
VI i ~ 88
a]lg \/% <8Q6 a]_[g + aCOS(?)QOe) a].[g > ( )
6.1.2 Cas de la mesure de HENCKY
L’idée est d’utilisée le jeux de variables intermédiaires : I, [T, I11;
Dans les expressions qui suivent on ne reporte que les termes non nuls.
V ne dépend que de la trace selon In(V) = I, :
oV Odexp(l.)
= = I =
7 a7 exp(l.) =V (89)
Qe ne dépend que de I1; ce qui conduit & une expression identique au cas de la mesure
d’ALMANSI : 9 )
o (90)

8]715 - (2[_16) 1/2

cos(3p.) = 3v6 (21{1 f)ég,  dépend des deux invariants /1 et I11;
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= 111
oIl (217,)°*
8005&3%) _ 3\/63/2 (01)
olll; (2116)
Il vient ensuite :
0 (wv/9) 2 [Ow
i = () rve)
B(w_\/g) — v Ow 8626 Ow 8008&3(,06)
aIl, " \0Q.oI1, " dcos(3p.) OIl,
d(wyg) Ow  dcos(3pe)
oIrr; VooV (8008(3906) oIl ) (92)

6.2 Calcul des variations secondes du potentiel, expressions générale
6.2.1 Cas de la mesure d’ALMANSI

En partant des résultats du paragraphe précédent, et d’'une maniere similaire on a :

Qe I
oI (211.)"?
Peos(Be) _ 0B
ov: o y(2r1) v
Peos(e) _ 36 (12,
o12 (217" \3 9
Pooslig) Wy VG (L)
a]—]? (211 )7/2 (2]—_[€>5/2 3 2
Pooslp) _ ___W6
ovorl, (211 ) ve
9 o _,
Peoste) _ VO 06 (L Tl 1 g 53)
o111, (2[Ig) 3/2 (2”€)5/2 4 3 3 9
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Il vient ensuite d’une maniere générale :

9? (wy/9) Ow 0w d cos(3p.)
ov?2 = Vo [ 2 <8COS<3Q,DG> * V@V@ cos(3g06)) ov
Ow 0w 0w dcos(3¢p.)\”
+2W * V8V2 * VaCOS2(3g0€) ( ov )
Ow  9%*cos(3p.)
+V8 cos(3p.)  OV? }
>’ (wyg) JaV 0w dcos(3p:)\” N Ow  0%cos(3p)
oI? - Vo 0 cos?(3¢¢) oI, dcos(3p.)  OI2
92 2 2 2
(ai\gﬁ) _ v 0 a; GQE 5 0“w 8@6 8COS£3906)
oIl 0Q? \ 011 0cos(3p.)0Q. 0I1:  OII;
N 0w dcos(3¢)\”
0 cos?(3¢¢) oIl
Ow 92Q. Ow  0%cos(3p,) } (04)
0Qepr1? ~ dcos(3pe) Al
et aussi :
0 (wyg) Vi Ow Y O*w D cos(3¢e)
ovolr, g0 0 cos(3p) OV O cos(3p) oI,
Y D?w  Ocos(3p.) dcos(3p.)
dcos?(3p.) OV o
9? (w\/9) Ow D*w '\ 9Q.
avorr, ~ Vo [ (8@6 * VaanE) oIT.
Ow 0w d cos(3¢.)
* (6 cos(3¢e) * V@V(‘? cos(3¢e) ) oIl
v 0w 0 cos(3p.) 0Q.
dcos(3p.)0Q. OV OIl;
N D*w 9 cos(3pe) A cos(3p.) v Ow  9%cos(3p.)
dcos?(3p.) OV oIl dcos(3p.) OVOII,
0 (wyg) JaV 0*w dcos(3p.) 0Q.
arorr, V% Dcos(3p)0Q. 0. oIl
N DPw  cos(3pe) 0 cos(3p.) N Ow  0%cos(3p.) (95)
dcos?(3p.) Ol oIl dcos(3p.) 01011,
6.2.2 Cas de la mesure de HENCKY
On ne reporte que les termes non nuls.
2
07 = 0ol _ pry = v (96)

orz 0l
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Qe ne dépend que de 11, ce qui conduit & une expression identique au cas de la mesure
d’ALMANSI :

2
g _ 1 (97)
orr, — (211,)"
cos(3¢.) dépend des deux invariants I, et 111,
2
O cosBe) 45 \/iﬁfe
oIl (217.)"
9% cos(3pe) B 96 (08)
OI10I11, 2 flé)m
Il vient ensuite d’une maniere générale :
0* (wy/9) Ow 0w
>’ (wyg) ViV Pw [ 0Q. 2 0w Q. 0 cos(3pe)
oz YV 002 \ o11, B cos(3¢.)0Q. 11,  dIl,
n 0w dcos(3pe)\
0 cos?(3pe) oIl
dw 02Q. Ow  0%cos(3p,) }
Qe a[_jg 0 cos(3p.) ('3[_12
9 (wy/9) 0w dcos(3pe)\
oIir: VooV { 0 cos?(3ee) ( oIll, ) } %9)
et aussi :
0? (wy/9) Ow 0w d cos(3p.)
—_— = V V AN e
0I.011; Voo { (8008(3g06) * ov acos(3goe)) oIl
0*w ow \ 0Q.
" (V v aq, 8Qe> a1, ]
0? (wy/9) Ow 0w 0 cos(3p.)
Z VI Vv \D¥e
0I.0II1I; V% l (8008(3%) v ov acos(3goe)) Ol ]

82 2
. (w\/_ﬁ) — eV 0*w 0 cos£3<pe) 8@8
oI1,0111, 9cos(30.)0Q. OIIl, OIl,
N Pw  Dcos(3pe) O cos(3pe) Ow 9% cos(3p.) 100)
dcos?(3p.) OII; oIll, dcos(3p.) OITI1.011,

6.3 Cas particuliers pour 'implantation numérique

La suite s’appuie sur la mesure HENCKY, mais les conclusions sont assez générales.
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Lorsque I1; tends vers 0, cela signifie que le tenseur tends vers une forme sphérique.
D’un point de vue numérique il y a un risque d’erreur numérique, notamment lors des
divisions et calcul de puissance non entiere et négative. Ce paragraphe est donc relatif a
la compréhension des phénomenes et a une proposition de traitement.

Soit la formule de calcul du cos(3¢.) qui montre une singularité potentielle. Pour mieux
étudier ce cas on considere le déviateur de déformation suivant exprimée dans son repere
principal :

h+d 0 0
€] = 0 -0 0 (101)
0 0 —d
Ce cas représente ainsi tous les cas possibles. Lorsque les 9; tendent vers 0, on tend vers

un tenseur sphérique. De plus on exprime d5 en fonction de §; avec la relation : d9 = ady
On a:

IIo =067+, X 0a+05 =67 (1+a+a?) (102)
et
IIT; =02 X 0y + 03 x 01 = 6% x a1l + a) (103)
1.2
0.8
0.4
£ 0
e
§ -0.4
-0.8
12 ¢ |
(3.**1.5/ 2./ (L. Ax+x**2)**1.5 * (x*(1.4+X))) ——
-10 -5 0 5 10
alpha
FIGURE 1 — Evolution de cos(3¢.) en fonction de «
D’ou :

332 a(l+a)
2 (14+a+a?)3?
On observe que la valeur de la fonction est indépendante de ¢, elle ne dépend que du

rapport «. La figure [I| donne son évolution en fonction de « : la valeur reste bien bornée
entre 1 et -1.

(104)

cos(3p.) =
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Lorsque les valeurs propres sont tres petites, elles risquent d’intégrer une erreur de
calcul importante ce qui peut conduire a des résultats faussés. De plus on observe dans
les dérivées successives précédentes des termes de type (2 I1;)° avec b=-3/2, -5/2, -7/2 .

Une premiere solution est de définir un seuil en dessous duquel, de maniere arbitraire
on considere que le tenseur est sphérique. Ceci correspond & la premiere implantation
avec la mesure de déformation d’Almansi. Cette méthode pose plusieurs problemes : quel
niveau de seuil, pb de discontinuité dans les fonctions, pb de suppression de la raideur de
cisaillement lorsque le tenseur est sphérique ...

Pour ces raisons, on imagine une autre solution qui consiste a régularisé les fonctions
sous la forme de : 1/ ((2 Iz +6)> /2) , 0 étant un nombre arbitraire petit, qui peut-
étre ajusté en fonction du nombre de chiffre significatif possible. Compte tenu d fait que
d((2 Iz + 6)3/2) = d(2 I1:)*/2, il est possible de répercuter simplement cette modifica-
tion sur toutes les formules vues précédemment.

Dans le cas de cos(3¢,), lorsque I, devient trés petit, comme la fonction (1 + o + a?)
est toujours positive et possede un seul minimum pour o = —0.5 a savoir (1—0.5+0.25) =
0.75, cela signifie qu’obligatoirement &; tend vers 0, d’ott 111, tend également vers 0.

Dans le cas de la régulation proposée, cos(3p.) tendra systématiquement vers 0, quelque
soit «, donc vers un état similaire a de la traction, sachant que I'amplitude du déviateur
de déformation tend vers 0.

Les fonctions proposées dans ce travail pour tenir compte de I'angle de Lode n’inter-
viennent que sur le calcul de la partie déviatorique des contraintes. Lorsque l'intensité
du déviateur des déformations tendra vers 0, la partie déviatorique des contraintes tend
vers 0, et le fait que cos(3p.) tends systématiquement vers 0 ne doit pas constituer un
probleme sur la précision du calcul de la contrainte. Par contre la sensibilité des contraintes
aux déformations déviatoriques sera calculée pour une direction (¢ = 0) et une intensité
(Qe = \/5) limite toujours identiques. Cette sensibilité intervient pour le calcul de la
raideur. Le point important est qu’elle soit non nulle et cohérente avec le comportement
modélisé, ce qui sera le cas si § est suffisamment petit au regard des variations locales de
la fonction potentielle.

L’ensemble des formules a problemes potentiels, sous formes modifiées est alors :
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cos(3¢e)

Qe

oIl

0 cos(3¢p.)
oIl

0 cos(3pe)
oIl

9*Qe

oIl

02 cos(3¢

2

oIl

)

o? cos(3goe)

OIT.0I11,

6.4 Potentiels dépendant
6.4.1 Exemple : potentiel w,

111,
(2 11+ 6)3/2)
1
(20T + )"
9v6
(211, +6)**
3v6
(211, +6)*"*
1
(201 + )"
45 /6
(217, +6)"

3v6

III,

- [j[é

Ce potentiel a été suggéré dans la these de Denis Favier :

= —9\/6 105

@01 +6)" 1o
de V uniquement

Wy = KT In*(V) (106)

Le seul parametre de la loi est K,.,. Les seules dérivées premieres et secondes non nulles

de w; sont :
)
19)%
82w1
ov?

Kiep InV

3V
Kyeo (1 =1nV)

3 V2

(107)

En utilisant la formule (18]) il est intéressant de déterminer le module de compressibilité

pour de faibles variations de volume. On note V' =

(1+3¢)avece =¢} =¢c2 =c¢cien

considérant que la cinématique conduit a une déformation uniquement sphérique :

B (’9w
p Viav

Krev €=

~
~

K
U}> _ rev ;n(v)

<V IH(QW + 1)

Tev

: (108)

I.

Rappelons que dans le cas d'une loi de Hooke en petite transformation nous avons :

_p:

E

__~ I
3(1—-2v)

(109)
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Ainsi par exemple a 'origine des déformations, K,., joue le role de (k—gy)
D’une maniere générale, le module de compressibilité sécant par rapport a la variation

relative de volume log(V)
K 1
K, = % <# i 1) (110)

6.4.2 Exemple : potentiel w,
Ce potentiel a été également suggéré dans la these de Denis Favier :

K’f’ v
Wy = Te (In(V) —1) (111)
Le seul parametre de la loi est encore K,.,. Les seules dérivées premieres et secondes non

nulles de wq sont :

Owy _ Ky 1
ov. 3V
(92(4)2 Krev 1
av: 3 e (112)

6.5 Potentiels dépendant de V et de Q.
6.5.1 Exemple : potentiel w;

Ce potentiel a initialement été proposé par Denis Favier pour modéliser le comportement
superélastique et ferroélastique des AMF. Il a également été utilisé dans la these de Pierre-
Yves Manach dans le cas d’AMF NiTi. Son expression originale :

Kreo 2 2411760 Qe
w3 = T an(V) -+ QM# In (COSh (—I[g Q )> + ,LL27‘€'UQ€2 (113)
lrev Orev

Les parametres de la loi sont : Kyep, Qo..ps firevs MHorev-
Remarque Pour la signification du module de compressibilité, on se reportera au pre-

mier potentiel (6.4.1)).

Les dérivées premieres non nulles de w3 sont :

(%)3 . Owl

ov. oV

6w3 QMITEUQE

= 4 t h - 2 revae 114
Les dérivées secondes non nulles de w3 s’écrivent quant a elles sous la forme :

(92w3 . 82&)1
vz — 9v?
82w3 2 2,“/11"61}@6
an = 2/~Llrev (1 — tanh Qo_—m + 2/~1/2T‘€’U (115)
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6.5.2 Exemple : potentiel w,

Ce potentiel a été proposé par Laurent Orgéas sous la forme suivante :

Kiey
Wy = — lnz(V) + Qo‘rav Q.+ MZrer?

6
+ “17[ Qe (Qc +2Que) = (Qe + Que) (000 + Qe+ Que)) " + Qe (03, + Q)
= b (10 Qb (e (@0t Qu)™) — (Qut (0 + 2)'))]
b (2@ +ad))

+ ad, (10(Qc = Qe+ (00 + (Qc = Q0)?)”) = (< Qs + (03, + @2

1/2 1/2
+ (Q€ - erev) (a/grev + (QE - Qﬁ'rev>2) + Qﬁ'rev (0431”6’!) + Qﬁreu) / :|
avec : 9 )
(,ulrevalrev) - o
Qec = e 117
2M1reramu ( )
Les parametres de la loi sont : Ky ep, Qo,oy Hirevs Morevs M3revs revs 3ren €6 Q...
L’écriture du potentiel se simplifie en retenant les variables intermédiaires suivantes :
2
Sl = (a%rev + Q )l/
o\ 1/2
S2 = (Oé%r Qe +Qec) )
1/2
S3 - (agr Qerev )2>
Sy = (agrev + erev)l/Q (]‘18>
ce qui conduit a :
o Krevl 2 1% 2
Wy = 6 (V) + Qo,., Qc + H2rev Qs
+ Mlé"ev Qz + 2Qe . Qec - (Qe + Qec) . 52 + Qec . Sl
- C(%rev {ln (QG + QGC _'_ 52) - ln (Qec + Sl)}}
+ Bl Qu@-2.8)
+a§T6U {ln <Q€ - Qﬁrev + SS) - ln <_Q€rev + S4)}
+ (QG - QE're’u) ° S3 + QETev ° 54] (119)

Remarque Pour la signification du module de compressibilité, on se reportera au pre-

mier potentiel (6.4.1)).
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Avant le calcul des dérivées du potentiel, on définit celles des grandeurs intermédiaires.
Tout d’abord les dérivées premieres.

aSQ (Qe + Qec)

Puis les dérivées secondes.

aQe 52

aS e We
P8 1 Qe+t Qu)
0Q: S S
025 1 c—Q.)?

Les dérivées premieres non nulles de w se calculent a partir des grandeurs précédentes.

Oy
ov
(9w4

9Qe

K Log(V)
3.V

Qo'rev + 2,“27“611 Qe

+05 Hirev {(Qe + Qec) (2 652> - 82

Q.
05,
_a%rev ((1 + aQi) / (QE + Qe + 52)) }
+O5 H3rev {2 (Qe - 84) + S?) + (Qe - Qe) g_g:i

+al ., ((1 + gf;) / (Qc— Qe+ Sg)> } (122)
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Les dérivées secondes non nulles s’écrivent quant a elles sous la forme :

0wy K (1. — Log(V)

oVv? 3. V2
(92(,«)4 o 2
an - Horev
325 825
+0.5 Hirev {2 <1 - a@;) o (QE * Qe(:)%g
0?8
. ( Gor | Qe+ Q)
2
- ((1 n gf;) / (@€+Qe+52>) )}
853 (9253
+0.5 M3rev {2 + 8@5 + (Q€ - Qe) TC)?
028
+05 ey (Wg / (Qc— Qe + Ss)

- ((1 ; gf;;) /(Q— Qo+t 53>)2> } (123)

6.6 Potentiels dépendant de V, Q). et .

D’une maniere générale, pour chaque parametre matériau x; (y; pouvant par exemple
étre Q,,., dans le cas du potentiel ws et wy), Denis Favier suggere d’envisager une
dépendance qui sous la forme :

Xoi
i = o 124
X (1+ 7y, cos(3pe)) ™ (124)

Cette nouvelle forme induit de nouveaux parametres, 7.e. Xoi, Vy, €t 7y,-

6.6.1 Calcul des variations premieres et secondes des parametres Y;

Au vu de I'expression précédente, les dérivées non nulles de y; sont :

Ov; —T; X0i Vs
B X0 Vs 125
d cos(3¢.) (1+ 7y, cos(3c))™ H! "
et :
P (D (126)
0 (cos(3<p€))2 (1 + 7y, cos(3%05))%+2
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6.6.2 Exemple : potentiel ws

Ce potentiel correspond a une modification du potentiel ws. Ainsi, ws est obtenu en
faisant varier les parametres ),,., €t piare, de w3 avec la la phase ¢, :

— QUO’I‘E’U
Qo"rev - )) NQorer

(1 + ny(frev COS(?)SOe
Ho2rev

(1 + ’YI'I‘QT‘E’U COS(3S0€) )n“%ev

En ce faisant, on est capable de modéliser en particulier la dissymétrie traction-compression
observée lors de la déformation superélastique des AMFE. Pour calculer les dérivées de ws,
on forme d’abord :

(9(.05 _ Qamv In (COSh (Q,U/IT‘EUQE)> N Q€ tanh (2//[/17‘61)Q6)

(127)

Horev

aQarev /‘Llrev QU’V‘E’U QU’V‘E’U
3w5 2
_ 128
a/'L2T€’l} QE ( )
Puis :
82@‘}5 1 < (2,“11"811@6 > ) 2@6 <2M1rev Qe)
= In | cosh | ———— — tanh | ————
an‘Tﬁv Nlrev Qgrev Qo"rev Qo'rev
2/“’17‘611@2 2 2M1T8UQ€
+ g— 1 — tanh Qg—
82(,4.)5 (Qulreque) 2M1T€UQE ( <2M1rere))
————— = 2Q).tanh — 1 —tanh | ————
aQU'rev aQC Qgrev Qo"rev Orev
62(,&}5
— = 20Q. 129
Oned0. ¢ (129)
Ainsi, les dérivées premieres non nulles de ws sont alors :
8w5 i 3@1
ov. oV
Ows  Ows
Q. Q.
8 a 8 rev 8 a (o
CL)5 — W5 MQ _|_ CL)5 Q rev (130)
0 cos(3pe) Opgrer 0c0s(3pe)  0Q,., 0cos(3pe)
Les dérivées secondes non nulles de w3 s’écrivent quant a elles sous la forme :
82w5 . 82601
ov: V2
82005 N 62(,03
0Q?  0Q?
0wy _ PPws Qs \’ N Ows  0%iarer . dws  ?Q,,.
dcos?(3pe) 002\ dcos(3p.) Opigrer 0€0s%(3pe)  0Qy,., 0 cos?(3p)
82(*‘)5 82(4‘}5 8@07-% 820)5 a,u%"ev

0Q.0 cos(3p,) B 0Q.,.,0Q: 0 cos(3p) + Opt2rer0Q O cos(3¢.) (131)
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les dérivées premieres et secondes de Q,., et de fig.e, par rapport a cos(3¢. ) étant calculées

selon des expressions similaires a (125)) et (126]).

6.6.3 Exemple : potentiel wg

On s’intéresse ici uniquement aux termes supplémentaires introduits par la dépendance

a la phase. Pour les autres termes on se reportera au paragraphe (6.5.2)).

Ce potentiel correspond a une modification du potentiel wy. Ainsi, wg est obtenu en

faisant varier les parametres Qy, .., Qe.ons Horev €6 lsrer de wy avec la la phase ¢, :

Q — QUOrev
e (1 + ,}/QUTE’U COS(3SO€))HQUT€U
Qf rev
Qﬁrev = 2 nQe
(1 + IYQET‘e'U COS(SSOE)) e
[ _ Ho2rev
zrev (1 + 7"’/27‘6’0 COS(3SO€))H#2T‘EU
Ho3rev
H3rev =

(1 + 7“3’!‘6’0 COS(3SO€) )n”‘37‘60

(132)

De maniere a simplifier la présentation et les calculs on retient les notations suivantes :

E = wg

H2 = H2rev
K3 = H3rev
Qs = Qarev
Qe = Q.

et les variables intermédiaires :

Qu(Q) = T
S1(Qs) = (f+@Q2)"°
92(Qs, Q) = (o] + (Qe + Qec)?)
93(Qe, Q) = (a5 + (Qc — Qe)H)*?
Si1(Qe) = (o3 +@2)>

Notons que @, et (), dépendent de la phase.
Avec ces nouvelles notations, le potentiel se simplifie.

K
E = gLogQ(VHQS Qc + 2 Q2

L@ 42 Q0 Qe — (Q 4 Qo) 52+ Qe S

—af {Log(|Qc + Qec + S2|) — Log(|Qec + Sil)}]
+E Q7 =2 QuSi+ Q= Q) 83+ Q. Sy

+a3 {Log(|Qc — Qe + Ss|) — Log(| — Qc + Sul)}]
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Avant le calcul des dérivées du potentiel, on définit celles des grandeurs intermédiaires.

Tout d’abord les dérivées premieres.

aC)ec _ _(Q? + (:ul al)Q)
8Qs 2 H1 Qg
8Sl o Qec aQec
aQs B S’1 8Qs
a’5(2 o (Qe + Qec) aQec
@Qs B S2 8@3
852 o (Q6+Qec)
a@e B S2
a53 o _(Qe_Qe)
aQe B 83
983 (Qc—Q.)
a@e B S3
oS e
ac; = % (136)
Puis les dérivées secondes.
82C?ec _ H1 Oé%
Q2 Q3
8251 o [ 8@60 2 aQQGC aC)ec 2 3
w  |(3) *Qecang] CNCEIRE
a252 o i Qec ? 82Q€C aQEC 2 3
an - _<8Qs> +<Q€+Q€C) an ] /52_ [(Qe"f_@ec)a—cgs} /SZ
S 0Qe 9Ss
00,0Q. — 0q, | BT Qr Qg /5
a252 o i_ (Q€+Q6C)2
Q2 S S3
a253 _ 1 . (Qe_Qe)Z
Q2 S5 53
8253 - 1 (Qe_Qe)z
0Qz S35
028y 1 0S5 |
00.0q. — 5 W @gg, /5
928 1 Q2
an -5 5 (137)
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Il nous faut également les dérivées par rapport a la phase.

Qs

0 cos(3¢.)
0*Qs

0 cos(3pe)?

nsQOs Vs

(1 + 7, cos(3p,))

ns+1

(ns +1) v 0Qs

B (1 4+ 75 cos(3pe)) Ocos(3p,)

(138)

De méme nous avons des expressions équivalentes pour )., us, f13 avec respectivement

les coeflicients :

QO@? Yeyr Tey M2, 7,“27 n;@u H3q, ’Y;Lga n,us'

Nous pouvons maintenant calculer les dérivées premieres non nulles du potentiel par
rapport aux grandeurs de base qui dépendent de la phase, ensuite, la dérivée par rapport
a la phase s’obtiendra par dérivation composée (142 .

0B 90.. 05,
6Qs - Qe 2 |:aQs ( Qe - 52 + Sl) (QE + Qec) aQs + Qec aQs
—Q { (88%6‘: + 265225) / (Qe + Qec + SQ)
aC?ec aSl
. (aQS + aQS) / (Qec+sl>H (139)
OF . U3 854
aQe - ? |:8Qe (_2 QE + Q ) (Q Q ) aQe 53 + S4
rat{(-1+ 5]/ @-Qus)
0S4
(1 5r) £ Qs (140
oE
o Qe
0
a_/i = % [QE_Q QG‘S4+(Q€_Q€) SS"’Q@ S4
+a3 {Log(|Qc — Qe + S3]) — Log(| — Qe + Su|)}] (141)

Ce qui nous permet par combinaison d’obtenir la dérivée premiere en fonction de la

phase.
OF _OFE 0Q OF 0Q. oF o OF Oz
dcos(3p.)  0Q, dcos(3p.)  0Q. Dcos(3p.)  Oua Ocos(3p.)  Ous 0cos(3p.)

(142)

Le calcul des dérivées secondes et mixte par rapport a la phase suit la méme logique.
Tout d’abord les dérivées secondes non nulles du potentiel par rapport aux grandeurs de
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base dépendant de la phase, sont évaluées.

% - alipee s e e e
—(Qc + Qec) 227;2 + Qe ,%
{(a;ggc ?;522 ) / (Qc+ Qec + )
@% gf;) [ (Qc+ Qe+ 55)°
<a;g? ?92521 >/ (Qec + S1)
+<8Qec gg) / (Quet 51) H -
g@E -3 Blfﬂ 2 Q0+ Qo) + (@~ Qo) 681*295—2. b2 g

8253 653 2 2
ta {an / (Qe_Qe+S3)_ <_1+8Qe> / (Qe_Qe+S3)
0285, 0S5, 2 9
_TQE/ (—Qe+ Si) + ( 1+ 6626) / (=Qe + S4) } (144)
O’F 1 OF
Ds0Q. s 0Q, (145)

Ces expressions permettent alors d’obtenir les dérivées secondes non nulles du potentiel

par rapport a la phase.
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0*E B
Ocos?(3p.)

+

+

+

+

O*FE B
0Q.0cos(3p.)
_I._

6.6.4 Exemple : potentiel w;

PE ([ 0Q, \° OFE 9%Q,
0Q)? (8 cos(3g05> + 0Q; 0 cos?(3p.)
O*E 00. \> O0E 0%Q.
0Q)? (8(:08(3306)) * 0Q. 0 cos®(3¢e)
OE 02y
Ope 0 cos?(3pe)
OF  0?us
O 0 cos?(3p,)
OPE Ouz 0Q.
0Q.0us 0cos(3p. 0 cos(3pe
O’F 0Q, 0*F 0Q.
0Q.0Qs 0 cos(3p.)  0Q.0Q. O cos(3p,)
O’FE Oty O*FE Opus (146)
0Q 0o 0 cos(3p.)  0QOusz 0 cos(3p)

Il s’agit du méme potentiel qu’au paragraphe (6.5.2) mais avec une dépendance a la
phase du terme pi1,¢,. Ce terme intervient dans plusieurs expressions de maniére un peu
complexe, il est donc préférable de reprendre une majorité des expressions du paragraphe

pour plus de clarté.

Le potentiel correspond a une modification du potentiel wy. Ainsi, w; est obtenu en
faisant varier les parametres Q.. Qe.ons Horev €6 lsrer de wy avec la la phase ¢, :

QUrev

Qerev

Hirev
Horev

H3rev

Qogre
(1 + VQoren cos(?)SOe))nQW“
Qeoren

(1+7g.,., cos(3pc)) "
Holrev

(1 + ,Yulrev COS(3SO€))nu1TeU
Ho2rev

(1 + Vg, €OS(306)) 27w
Ho3rev

(1 Vyusren COS(3e0c) ) H87e

(147)

De maniere a simplifier la présentation et les calculs on retient les notations suivantes :

E = w;

Hi = Hirev

M2 = H2rev

M3 = H3rev

Qs = Qo

Qe = Qe (148)



et les variables intermédiaires :

Qec(Q& ,ul) — ((#12012 C;S Qs)
S1(Qs, 1) = (af + Q%)%
(Qs; Q., ,ul) = (a (Qe + Qec)2)0'5
S3(Qe, Qo) = (a3 +(Qc — Qo)*)"?
Sa(Qe) = (a + Q3)0.5 (149)

Notons que Qs, Q. et puy dépendent de la phase.
Avec ces nouvelles notations, le potentiel s’écrit.

K
B = TLog(V)+Q.Qctpe Q7

+% [QF +2 Qc Qec — (Qc + Qec)-S2 + Qee 1

—af {Log(|Qc + Qec + Sa|) — Log(|Qec + S1l)}]
Q22008+ Q- Q) S5+ Q. Sy

+a3 {Log(|Qc — Qe + S3]) — Log(|] — Qe + Su)}] (150)

Avant le calcul des dérivées du potentiel, on définit celles des grandeurs intermédiaires.

Tout d’abord les dérivées premieres.

0Qcc (@34 (1 n)?)

Qs 2y Q3
aQec _ (Qg + (Ml al)Q)
O 2 417 Qs

a‘Sl Qec aQec
aQs Sl 8Qs
0% Qu0Qu

O S1 O

852 _ (Qe + Qec) aQec
Qs Sy 0Qs
a52 . (Qe + Qec)

Q. S

852 _ (Qe + Qec) aQec
O S2 O
(953 - (Qe B Qe)
Qe S3

853 _ (Qe _ Qe)

aQe 53

954 Qe

20, E (151)
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Puis les dérivées secondes.

62 Qec 251 CY%

Q3 Q3

PQec  —Qs

opi i
82C?ec . _0512 + (Qz + (/~L1 al)Q)
0Q 01 Q2 2 p7 Q2

62 Sl aQEC
0Q? Qs

5 Qe \’ ' 0Qec\* | g1
o ((9#1 roufg] 15— ()

82Sl _ i 8@60) (aQec> _ ( a262@0 ):| o (6Q60><
saan = |(3) (365) o= (s ) )5~ (3

Q| 0Quc\* |
QecT%_ /Sl - <Qeca—cgs> /Sl

8252 . aQec 82Q€C

8@? - _< aQS + (Qe + Qec) an ] / SQ - |:(Qe + QEC)T@
08 10Qu {1 M}
aQs aQe B SQ 8@5 G2

0?5, 055
Q7 ( (6Q5)> =

925, 1 (8@36) [1 (Qe + Qec)? ] +(QE+QEC> Qe

o So \ O 52 Sy ol
0%Sy 1 0Qec 0Qcc [1_ (Qﬁ%)? L Qe+ Q) Qe
0Qs O Sy Opr 0Qs S% Sa 0Qs01
9%5, o i Qe [1 _ (Qe + Qec)2:|
0Q. Oy B Sy O 522
S 1 (Qe—Q.)?
02~ S8
925, 9595\
00z (1_ (50:) ) =
Sy 9°Sy
0Q. 0Q. 0Q?
928, 1 Q2

002 S Si

2
9"

) Q%/S?

(152)

Il nous faut également les dérivées par rapport a la phase. On se reportera aux relations

(139) que 'on appliquera également a fi; avec les parametres i, et 7, .

Nous pouvons maintenant calculer les dérivées premieres non nulles du potentiel par
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rapport aux grandeurs de base qui dépendent de la phase, ensuite, la dérivée par rapport
a la phase s’obtiendra par dérivation composée ({155]) .
En plus des expressions ((139)), (140)), (141) il nous faut la dérivée par rapport a

S_/i = 05 [Qz + 2 Qe Qec - (Qe -+ Qec).SQ —+ Qec Sl
—Oéf {Log(|Qc + Qec + S2|) — Log(|Qec + S
2 Q aaQEC B aQec (Q + Qec) 2 %Qec Sl + Qec 881

Signe {(Qe + Qec) + S2} (%%T + gii)
Qe + Qec) + S2|

- Signe {Qc. + S1} <8Qec i asl>

o o

|Qec + Sl|

(153)

Rappel des dérivées premieres du potentiel (cf. )

08 K Log(V)
9)% 3. %4

oF
= Qomv + 21““27‘61]@6

Qe
+05 Hirev {(Qe + Qec) (2 - ggz> - 52

—a2 ((1 + 222) ) (Qc+ Q. + 52))}

+O5 H3rev {2 (Qe - 84) + S?) + (Qe - Qe) g_g:i

rait ((1450) / @-aesa)b sy

Puis par combinaison, la dérivée premiere du potentiel en fonction de la phase.

OFE _0E  0Q, N 0F 0Q. N OoE  Om
dcos(3p.)  0Qs 0cos(3p.)  0Q. Ocos(3p.)  Oui Ocos(3p.)

(155)

+8,u2 dcos(3p.)  Ous Ocos(3pc)

Le calcul des dérivées secondes et mixte par rapport a la phase suit la méme logique.
Tout d’abord les dérivées secondes non nulles du potentiel par rapport aux grandeurs de
base dépendant de la phase, sont évaluées.
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azE 451 82@60 aC?ec aSZ aC)ec 851
a3 e eSS0 G a0 G o
025, 925,
_(Qe + Qec) 8@2 + Qec 8Q§
82C?ec 8252
(G + ) [ @+ Qut 52
8Qec a52 2 2
< aQs 8@3) / (Qe + Qec + 52)
82Q6c 8251
< Q2 a@?) [ (@t 5
aC)ec aSl
+( 8Qs> / (Qee + S1) H (156)
PE M3 0?8, 0255 0S5 05,
an - 2 |:8Q2 ( Qe + Qe) (Qe - Qe) an - 2 8Qe + 2 8@6
025, 955\ 2 )
+a {aQQ / (QG_Q€+S3)_(_1+8Q6) / (Qe_Qe+SS)
025, 054 2
- an / (_Qe + S4) + (_1 aQe) / (_Qe + S4) } (157)
0’E 1 0OF
Ouz0Qe @ 0Q. (158)
azE 251 aC)ec 85’2 a 2 2
aQeaQs L+ 7 (aQs (2 - 8_626) - TQS - (Q + Qec) aQeaQs - alpha12 * ((dSZQQs — (1 + dSQQ

Ces expressions permettent alors d’obtenir les dérivées secondes non nulles du potentiel

par rapport a la phase.
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O’E _0F ( 00, )2 N O’E ( 00, ) ( O )
0 cos?(3pe) 0Q? \ 0 cos(3¢p. 0Qs0u1 \ 0 cos(3p, 0 cos(3pe
N O’F ( 0Q ) ( 0Q. ) N 0FE  0%Q,
0Q:0Q. \ 0 cos(3¢. 0 cos(3p. 0Qs 0 cos?(3pe)
0*E 0Q. 0*E 0Q. Oz ) N OE  0%Q.

2
+ 0Q)? (8005(3@9) + 0Q.0u3 <8cos(3<pe) (acos(SgoE 0Q. 0 cos®(3¢.)

N O*E O 2+ O*E 0Q, O +aE %1,
op2 \ dcos(3p,) 0Q 01 \ 0 cos(3p. ) \ 0 cos(3p. Opy 0 cos?(3p,)

4 oE 82u2

Ope 0 cos?(3pe)

O*FE O3 Q. OE  9%us

+ +

0Q.0us 0cos(3p.) dcos(3p.)  Ousz dcos?(3p,)

0*FE _ 0°FE 0Q 0*E 0Q.
0Q.0cos(3p.)  0QO0Qs0cos(3p.)  IQOQ. O cos(3p,)
2 2 2

0Q Oy 0 cos(3p,) + 0Q Oz 0 cos(3¢p.) + 0Q Oz O cos(3p,)

6.6.5 Dépendance a la température : potentiel w; et wg

L’objectif est ici d’introduire une dépendance a la température selon la méthodologie
proposée par Laurent Orgéas dans sa these (page 54). A priori, cela ne pose aucune
difficulté opératoire. La dépendance est effectuée uniquement au travers du parametre ()
(ou Qps dans le cas d'une dépendance a la phase).

Introduisons un certain nombre de parametres équivalents aux parametres de la these
que l'on rappel : Ty, appelé par la suite Tp,., OT.e,/OT appelé par la suite G, Trmas
appelé par la suite Qmaz, €t enfin oy, appelé par la suite a,.

Deux températures particulieres, qui demeureront fixes, sont calculées a partir de ces 4
parametres.

Qrmax
T. = T
LR YeR
2 _
7, = &= Crmas/coy (161)

2 (Qrma:p/GT)

Ce qui permet de décrire 'évolution de Q4(T)

1
si T2 T, alors Q = 3G, [(T T+ T~ (T —T.+ T2 + az] + Qrmas

sinon  Q, = %GT [(T T -T) T —T,— T2+ aﬁ}

(162)

L’évolution correspond globalement & deux positions extrémes (dans le plan @5 en fonc-
tion de T, cela correspond a 2 segments de droites horizontaux) et une zone intermédiaire
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de raccordement représentée par un segment oblique. L’ensemble de 1’évolution comprend
donc 3 trongons, qui sont raccordés de maniere lissée. Les parametres qui controlent
I’évolution, sont :

— Tb, : température a partir de laquelle il y a une évolution de (),

— (@, : la pente de I’évolution oblique,

— Qrmaz - la valeur maxi de @,

— a, : un parametre qui controle le rayon de courbure au niveau du raccordement entre

les différents troncons.
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7 Remarques sur le calcul d’un module de compres-
sibilité et de cisaillement

Dans le cas de calculs dynamiques, ou de facteurs de pénalisation de contact par
exemple, il est intéressant de pouvoir avoir un ordre d’idée d'un “module de compres-
sibilité” et certaine fois également d’un “module de cisaillement” associé a la loi de com-
portement. Il ne s’agit pas forcément d’un calcul tres précis, mais d’un ordre de grandeur.

On se reportera au premier potentiel pour le calcul pratique du module de
compressibilité.
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Sixieme partie
Remarques sur 'implantation
informatique
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8 Remarques sur la mise au point, dans le code EF

On suppose que les différentes formules ont été implantées dans un code EF, et que I'on
cherche d’une part a s’assurer que les résultats obtenus soient correctes et d’autre part a
résoudre de maniere efficace et rapide les inévitables bugs liés aux erreurs d’implantations.

Deux phases sont donc a distinguer. La premiere concerne la vérification des résultats,
indépendament de la convergence vers se résultat. La seconde concerne la qualité de la
convergence, dans le cas d’un calcul selon un shéma implicit, que I'on suppose régit par
un algorithme de type NEWTON.

8.1 Vérification des résultats

On se place dans le cas d'une géométrie volontairement tres simple : ici un cube, que 1’'on
supposera interpolé par un élément linéaire, ce qui conduit déja a 8 points d’intégration,
et 24 degré de liberté (ddl)!

Pour se libérer des problemes de convergence, tous les ddl sont imposé, ainsi le calcul
converge des la premiere itération d’équilibre et on obtient les réactions aux noeuds.

Nous allons essayer de choisir des sollicitations simples, qui mettent en évidence un com-
portement pariculier régit par un nombre minimal de parametre matériel. Par exemple,
une déformation volumique uniquement, ou de cisaillement etc.

8.1.1 Cas du potentiel de TRELOAR avec variation volumique

Le potentiel est composé d’un partie distincte relative a la déformation volumique et
d’une seconde pour les autres comportement. La vérification va suivre cette décomposition.
Soit tout d’abord une cinématique correspondant a une élongation A = LLO dans une
seule direction. On détermine analytiquement la valeur de la force lié a une variation de

*

cette élongation, c¢’est-a-dire correspondant a une vitesse virtuelle A. Par définition on a

© -

E = F,V=F,L=F,\ L
d .
- — do’ 163
7 DMM@ (163)

d’ou :
1 d(w aw
B CV/ ) (164)
Vg oodt Vg dt
Soit tout d’abord une cinématique correspondant a une dilatation sans changement

de forme de rapport 5. Dans ce cas, le tenseur de déformation est sphérique, le second
invariant I1; est nulle.
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Septieme partie

Potentiel de Mooney-Rivlin
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9 Cas du potentiel de Mooney-Rivlin

Les potentiels classiques s’appuient sur des invariants construits a partir des élongations
principales :
Loi

avec Lg; la longueur initiale dans la direction i, et AL; = [:Z — Lo;
Classiquement, ces grandeurs sont calculées soit a partir du tenseur de Cauchy-Green
droit exprimé dans le repere initiale :

Ai

(165)

C="G=4; 7§ (166)

soit a partir du tenseur de Cauchy-Green gauche exprimé dans le repere final naturel
Gi : o R
B=G=g¢" G®g (167)

Ces deux tenseurs possedent les mémes invariants.
Plus précisément le potentiel est calculé a partir des invariants suivants :

L= Io= Ip= A2 A2+ A2
L= Ilo= Ilg= X242+ (168)
Is= 1llc= Illg= PYDET:
Avec la notation :
I = trace(A)
11y = 274 - Ta—TA a) (169)

IS
I 4 = det(A):%](A.A,A)_%]A'I(A.A)+TA

Dans le cas des tenseur C' et B les trois traces s’écrivent :

lc.cy = IB.B = 9ij 9" gu 9" = I (B.B) (170)
lc.c.c) = IB.B.B) = 9 9% g1 9" Grs ¢ = I:(B.B.B)

Pour permettre une séparation entre la partie déviatorique et la partie sphérique, on
utilise en fait les invariants modifiés suivants :

o= LIV et gy = LI et Jy=L=V? ou V=vEL=,/L (@)
90

A partir de ces invariants le potentiel s’écrit selon :

Witooney—rivtin = (C1o (1 =3) + Con (2 = 3)) + (K [1 B L\/%/I_S)D

= (Wd + WU) =V. W M ooney— Rivlin (172)

o Wirooney—Rriviin T€Présente le potentiel par rapport au volume initiale, Wasooney— Riviin
le potentiel par rapport au volume finale, W, la partie déviatorique du potentiel, W, la
partie strictement volumique.
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Ainsi dans cette forme le potentiel dépend de 3 parametres : K qui est relatif a la
compressibilité volumique, C et Cpy; qui sont relatifs a la partie changement de forme.

Notons que la partie volumique est un ajout par rapport a la forme initiale du po-
tentiel. Il existe d’autres types de parties volumiques, plus simples mais a priori moins
performantes (these Cécile Moreau).

( _ 1+in(vVI;)\ 1+ In(V)
W“_K(l_T) _K<1_T)
K
Wor =5 (V=1 (173)
W3 = g(log(V))z
| W =E(V—1)

Le potentiel ainsi présenté ne permet cependant pas un raidissement en fin de courbe.
Ce raidissement peut cependant étre obtenue a ’aide d’un potentiel additionnel proposé
par Moreau-Rio-Thuillier selon :

1 Ji-3\" 1
Wcourbure = ﬁ ((Jl - 3) ( a ) (27’ T 1)> (174)

Le potentiel additionnel dépend de deux parametres : a qui positionne le départ de la
branche finale, et r qui pilote la courbure pour le passage sur la derniére branche.
On pourra se reporter au mémoire de these de Cécile Moreau, pour plus d’informations.

De maniere a obtenir le tenseur des contraintes de Cauchy a l'aide du potentiel, il
nous faut déterminer les variations des invariants précédents par rapports aux compo-
santes d’un tenseur Eulérien, qui dans notre cas est le tenseur d’Almansi dont on rappelle
les composantes : g;; = 1/2(g;; — ¢;5) ce qui permet d’écrire la différentielle totale en

composantes suivante :
2de;; = dgi; (175)

d’ou les formules suivantes pour les dérivées premieres :

gA — 2 gij

Eij . . )

o= 2gu (3" g7 —g" ¢") (176)
oI o iJ o 2 AZ o AZ

e —2%—2‘/ g =213 g9

avec g, g;; et gAij les composantes du tenseur métrique a 'instant de référence t = 0 et a
I'instant actuel t.

go et g représentent respectivement le déterminant du tenseur métrique a l'instant initial
et actuel.
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Ces différentes expressions peuvent également s’écrire sous la forme tensorielle :

(3¢). = 2B
(28%)” = 2(Ig.B—B.B) (177)
(5¢). = 21 T

Avec | qui indique que 'on dérive par rapport aux coordonnées deux fois covariantes.
Dans le cas générale, il n’y a pas de probleme pour dériver un tenseur par rapport a un
autre, sauf dans le cas du tenseur métrique ou d’'une maniere équivalente le tenseur de
déformation. Pour ces derniers, on peut noter que les bases naturelles ou duale dépendent
des composantes de la métrique ou de la déformation, ce qui complique nettement les
expressions. De plus suivant le type de composantes que 'on retient pour la déformation
par exemple, on obtient un résultat différent, il est donc nécessaire d’indiquer le type de
composante utilisés pour la dérivation d’ou la notation (). Ce formalisme constitue donc
une “proposition” de notation!
A partir du potentiel on écrit :

CVROW 1w 1 W

o S = 178
\/g (96”- |4 8%- \/[_3 86@‘ ( )
avec ici :
ow oW oL, oW ol, OW 0l
_ 179
8€ij 0[1 861']‘ + 8[2 (%ij + 8]3 8%- ( )
Sous forme tensorielle ces expressions s’écrivent :
1 ow
o = — | —
VI \ O¢ )
2 [OW ow ow
= B Ipn.B-BB)+—1I31 180
\/1_3(6]1 o, UB T ) (180)

Cependant le potentiel est supposé s’exprimer en fonction des invariants modifiés : J,.
Nous allons donc modifier ces expressions pour tenir compte des relations existants entre
les deux types d’invariants. De maniere a alléger les dérivées partielles on détermine tout
d’abord les variations des J, :

05 -1/3 0J 0J —1 —4/3

oI, 3 9l "9, 3 '3

0Jy 0Jy —2/3 0Jy —2 —5/3

oI, 9L, % 9L, 3 s (181)

On peut alors reprendre les formules précédentes avec les invariants Jy (11, Iy, I3), Jo (11, 1o, I3)
et J3 = [3.
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AL (J‘1/3 Oh 3%)

Oeij B 8_(]1 3 O€ij 3 Oe;
OW (9301, =2 _5/30J3
LA (J3 /aTU+?b'J3 / a?)
+8_W 0J3
0Js O¢;j
— (J*l/?’)a_W% ( *2/3)8_W%
3 0J1 O¢;j 3 0J5 Oe;j

B —4/3 B —5/3
(I.J3 7)) oW n 2(15.J3 777 OW n oW \ 0Js (182)
3 8J1 3 8J2 8J3 8%-
On peut également isoler les parties relatives au potentiel en notant :
0J _i30L =1 43013
= I, ""=—+4+—N.1
(961-]' < 3 8eij + 3 173 (961-]-
0Js 930l =2 5303
= | L7""=—+4+—01.1
86@' ( 3 86”- + 3 273 861']'
0Js 013
86@' 6%-
Sous forme tensorielle ces expressions deviennent :
1 _ —-1/3
(3e). = 21,7 (B =34 1)
(%) = 21;**(Ig.B—B.B - 2LI) (184)
J3\ ol
(5¢). = (5¢). =211

Ces trois expressions peuvent ainsi se mettre sous forme d’un vecteur colonne, dont
chaque élément sont les composantes d’un tenseur.

(52 ) awa= e (185)
En notant : % = W ;, on obtient au final en notation tensorielle :
(We) =<W,>(Je). (186)
D’otu la forme tensorielle du tenseur des contraintes :
o= % Wy > (T =Wy > (e (157)

D’autre part on peut également remarquer que le module de compressibilité pourra
étre déterminé a l'aide de la formule —p = %—V‘Z cf. . Sachant que l'on a également

Js = I3 = V2, ou encore % = 2V on en déduit :

—p =2V W, (188)
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Si 'on recherche un module sécant du type —p = K, In(V') cela conduit a :

2.V

K= 1
s ln(V) WJ3 ( 89)

Si 'on examine les 3 potentiels volumiques introduit en on obtient :

( ow,, _ K )

oV VZ
Wyo
St =05 K
(190)
OMWys Kln (V)
oV v
| Dot = K(V - 1)
compte tenu de V = /J; d’ott g—z = 3 \1/1 =l
(W1 K )
= 0.5 =3
Wy _ K
G2 =025 5
(191)
OWys Kln (V)
Gt =05 —m—
Wes _ (V-1)
| 5 7t =05 K —
d’ou le module sécant vis-a-vis de la pression, en utilisant :
( pour le potentiel 1 K = %
: _ K
pour le potentiel 2 Ky = 0.5 M)
192
| K (192)
pour le potentiel 3 K 3 = v
| pour le potentiel 4 Ky = %

On remarque que le premier et le troisieme potentiel ne posent pas de probleme lorsque
V tend vers 1 c’est-a-dire pour une variation de volume nulle, ils tendent vers K.

Le deuxieme tends vers 'infini pour V' = 1 ce qui est rédhibitoire pour une utilisation
pratique sauf pour des matériaux tres particuliers ou pour la nécessité (par exemple
numérique) de disposer d'un module tres grand a l'origine.

En utilisant un développement limité au premier ordre, on voit que le troisieme tends
vers K a l'origine, comme le premier et le troisieme potentiel.
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Puis pour les variations secondes :

(92w, _ (=15 In(V)+0.5) K (92w, _ (=075 In(V)+0.25) K
8Js OV V4 8(J3)2 - V5
PWyo K B2Wyy _ K
6J3 8‘2/ - _025 W a(Jg)S — _0125 W
et (193)
PWys _ (05-In (V) K 92Wps _ (0.25—0.5 In(V)) K
s OV V3 0(J3)? — Vi
2Wosr K PWys _ K
\ 0J3 8€/ - 05 V2 L B(J3)§ = 025 V3

9.1 Variations du potentiel de Mooney-Rivlin par rapport aux
invariants J;
Nous avons vu que les contraintes s’obtenaient a l'aide des variations du potentiel par

rapport aux différents invariants retenus, ici I3, J; et Jo. En dérivant le potentiel nous
obtenons pour les termes non nulles :

oWy oW, ow, K .log(V) K . log(+/13)
pu— —_— pu— p— . -_— 1 4
aJ, Co dJs Cor dJs 2. V3 05 2. I3 /I (194)

ceci pour le potentiel volumique

B 1+in(VI;)\ (1+log(V)
= (1 ) < o=

Ces trois grandeurs constituent donc les termes du vecteur : (W j,).

Lors du calcul de 'opérateur tangent, il est également nécessaire de disposer des varia-
tions secondes. Ici le seule terme non nul concerne la partie volumique du potentiel. Les
dérivées secondes sont calculées en [193

En tenant compte de toutes les grandeurs (nulles et non nulles), elles peuvent se mettre
sous forme des composantes d'une matrice :

(195)

W.rr] = [ ald }

07,07

Cette forme matricielle est intéressante dans le cas général, ou la majorité des termes
sont non-nulle.

9.2 Variations de la partie additionnelle de courbure par rap-
port aux invariants J;

Rappelons que cette partie additionnelle s’écrit (174]) :

note ]. (Jl - 3>2T+1 1
courbure — c = 1
Wi W= e (05 ) i 199
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Cette partie dépend de J; et I3 = J3, d’ou les variations premieres :

oW, L(Jl—?))”

8J1 N \/]_3 a

ow, 1 (J) — 3)2rt+1 1

o) 2(13)3/2<( o7 @+ 1) (197)

D’une maniere analogue les variations secondes s’écrivent :

oW, 1 <r (J; — 3)2r1>
dJ} Vi3
oW, 1 (Jl — 3)”

a2r

8J1@J3 2([3)3/2 a
oW, 3 Jy — 3)%rtt 1
< = (1= 3) (198)
0J3 4 (I3)5/? a® (2r+1)
9.3 Variation des contraintes par rapport aux déformations
Rappelons que l'on a : 09 = %gy. A partir de cette expression on peut en déduire

I'opérateur tangent.

07 _ OW OVa/\G | P 2w (199)
aEkl n 8% aEkl \/g aeijaEkl

Sous forme tensorielle :

(&) -(8) (45 2 ()

de Oe Oe V9 \ 0€?
Concernant la variation de volume relative c’est-a-dire du terme V = \/ig% nous avons la
relation :
vV =1" (201)

qui conduit a :

v 1 Al
GEU N 2\/1_3 aEij

Que 'on peut également exprimer sous forme tensorielle en utilisant la relation (212)]) :

(202)

ov . -
G ©g; = LT (203)

V.= o0
(Vie). 8%9

On en déduit la variation de l'inverse de V'

vl

(V) = !

Qg = ——1 204
afij g ®g_7 I;/Q ( )
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On peut également tenir compte de la valeur du tenseur des contraintes pour le calcul
du premier terme :

Le second terme s’obtient a partir des expressions précédentes.
OW 0J1 | OW 9Jy OW Iy
W 0 (ah e, ¥ 90 9e1, 0l aeij>
861']'86“ aekl
Le calcul de cette expression fait intervenir la variation seconde du potentiel par rapport

aux invariants, et les variations premieres et secondes des invariants par rapport aux
déformations :

(206)

oW W0 oW o,
Oe;;0¢x 0J10€p Oey; — OJ1 OeijOe
LW 0h oW o,
0J20€r O€ij — 0Jy O€;j0ey
LWk oW o,
0J30€r O€ij — 0J3 Oe;j0ey
PW oJ,0J, oW 0%,

— 207
07,07, Dey; Dy 0, DeyyDen (207)

Dans le cas du potentiel de Mooney-Rivlin, ces expressions peuvent se simplifier :

W PWy 0Jy  OWy D%,
Oe;;0€py  0J,0ep Oeij  0Jy O¢€;j0€y
N *W, 0Js +3WU 0% Js
0J30€ O€ij — 0Js Oe;Oeyy
oWy 0%*J, OPW, 0Js 0J3 OW, 0*Js

_ 208
0T, Degden | OJZ Dey Doy 0y Deyyden (208)

Sous forme tensorielle on obtient des tenseurs du quatrieme ordre.
0PW

We).. = Des0em

0 ®R30; D gk QG (209)
Avec ces notations nous obtenons la variation des contraintes sous forme tensorielle :

(0e) =—0I+1/V (W) (210)

9.4 Variation des contraintes par rapport aux degrés de liberté

Dans le cadre d’une résolution par éléments finis a ’aide du logiciel Herezh++4-, nous uti-
lisons directement la variation des composantes deux fois contravariantes de la contrainte
par rapport aux degrés de liberté.
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Il s’avere que toutes les grandeurs dépendent des degrés de libertés au travers des
¢éléments de la métrique g;; ou ¢ qui eux-mémes dépendent sont considérés dépendant
des composantes covariantes du tenseur de déformation d’Almansi. On peut donc écrire :

0o B 00 Oey
addl ey Oddl

(211)

9.5 Variation seconde des invariants par rapport aux déformations

Pour clore les calculs de I'opérateur tangent, il est nécessaire de connaitre les variations
secondes des invariants par rapport aux composantes des déformations d’Almansi. En
partant des dérivées premieres des I; on obtient :

i (g g7 = 9" ¢") (212)
0-1 ~ik ~ g ~i5 Ol ~ik ~ g Ol3 ~ij
oo = —ALGM) +29Y =4 L(G7G") +2 512 g7

On utilise les notations introduites en annexe . En tenant compte de ces notations
les relations (212)) s’écrivent sous forme tensorielle :

() - 0

(f;%) = 4 (B® B - B&B) (213)
(%2615’) = A LIRI+ALIQI=413(I®I—IRI)

En tenant compte de c’est-a-dire :

agrm
(%l-j

On en déduit la variation seconde des invariants en J :

= —2¢"g"™ (214)

J. P, 01 0L 0, P,
c%ijﬁekl N 8]88]T c%ij 85kl aIs agijagkl

(215)

Pour ce faire il nous reste a déterminer la variation seconde des J, par rapports aux
invariants I,. On part des expressions ([181]).

9%2J 0 8%2J, 8%2J, —_1[*4/3 827, 0 8%2J 0 827,

o127 — VY anol, Y anhol; . 313 oLonL — © a3 o0l (216)
9%y __ 0 9%Jy 0 9%Jy 9%Jy 0 9%Jy __ 0 0%Jy —_2[*5/3

8112 - 01101 — 0,015 — 012017 ~— 8]22 - 0I,0I3 ~— 3 73
et Jg = ]3
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On obtient alors les expressions condensées suivantes :

0%, 0%, (0L 0L\ AJy I
(%ijaekl n 811813 88@' 8ekl 813 852-]-85“
—1_ 43 0.J, riko il ols .
= —1I3777 (497 I3 g" )+ —— | —4 I5(3"¢") + 2 1 21
3 (9 3g>+alg( 3(6"9") + 929 (217)
Pl 0%y (01, OI3 +8J2 0?1, +8J2 0?15
85ij85kl N 812313 88@' 8akl 812 a&ijaszl 813 8517-85“
—2 —5/3 ~ rs _ij i js g aJ2 ] i j
= 51 (2 Gs (97 97 = 9" ¢°) . I3 g’“’) A (4 (6" 97 = 9" ¢"))
0Js rike il ols ..
2 =4 LR + 2 ==Y 21
2 (it +2 g 218)
82J3 82]3 ik ~ aI3
7 = —4 I;(§%¢'") + 2 Gt 219
861-]-85“ Geijaakl 3< ) + 85klg ( )

Ces expressions permettent le calcul directe des tenseurs du quatrieme ordre.
Sous forme tensorielle :

2 J—

(%f) = ?413_1/3 (B®I+I1,(I ®B— B®B)) (220)
€

9%J -4 —2/3 —~1/3 =

( De? ) = 3 (2 I37"(I.B-B.B)+1; " L(I® B — B@B)) (221)
2

(aai?’) = 4L(I®B—-B®B) (222)
€

9.6 Particularités entrainées par 'utilisation d’un repere ortho-
normeé

La méthode retenue pour le calcul du tenseur de Cauchy conduit naturellement a 1’ex-
primer dans le repere matériel entrainé. Dans certain cas, il peut étre nécessaire d'utiliser
un repere de travail orthonormé, par exemple dans le cas de l'utilisation d’un repere co-
rotationnel. L’objectif est ici d’examiner les répercutions que cela entraine sur la méthode
précédemment exposée.

Tout d’abord notons qu’il n’existe pas de probleme particulier relatif au type de dérivation
temporelle pour le stricte calcul du tenseur des contraintes. Le tenseur des contraintes est
obtenue par identification de la puissance volumique instantanée o : D, en tenant compte
que le tenseur vitesse de déformation D est une grandeur parfaitement définie on en déduit
que le tenseur de Cauchy défini de cette maniere est unique.

On suppose que 'objectif est d’effectuer les calculs dans un repere particulier de travail :
le repere dit absolu, et que I'on évolue dans une cinématique principalement irrotation-
nelle.

Rappelons les relations de changement de repere pour des tenseurs du second ordre :

=B, § =", AyAial=Aw, BIBLBY=DB" (223)
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Nous avons ainsi directement :
o™ = 0. 30.3 | Dey.dt = de; ALAL ou dt.Dey.B7.00 = dej; = Dyj.dt (224)

Concernant 'opérateur tangent, les choses sont pour I'instant beaucoup moins clairs!!
Tout d’abord rappelons quelques expressions. Calculons la dérivées temporelles du tenseur
des contraintes dans le repere de travail Ry c'est-d-dire {M, I,} en fontion du repére
naturel R, ¢’est-a-dire {M, §;}.

dt ) »
avec W le tenseur rotation instantanée. Le temps étant considéré comme absolu (indépendant
des bases) on a de maniere équivalente

— (C;_j) +(D.o+0.D)—cW+W.o (225)
Rs

(do)g, = (do)r, + (D.o+0o.D)dt + (—o.W + W.o)dt (226)
d’ou en composantes :
do®™ = do" B} 8) + (Diko™~ B + o™ Dy Big ) dt + (—0™ Wi By + W™ 44 87)dt (227)

Examinons les trois termes du membres de droite.
Nous avons vu que ¢ dépendait uniquement des coordonnées €;;, on peut donc écrire :

Qo Lokl
dol = dery = | —— BB ) (Dy~*~L)dt 292
o = 5% e = (St ) (Dunt) (225)

Les variations des composantes o par rapport aux composantes €;; ont déja été calculées
dans le cadre général. On obtient ainsi le premier terme de 'opérateur tangent avec
finalement simplement un changement de base de 1'opérateur tangent local (dans la base
naturelle) :

a 80’7 a e abe
o™ = (%@ B335 ) (Drayfyfp)dt = Ty Degdt (229)
Le second terme correspond a l'implication de la déformation sur le repere naturel.
(Dika™~3 3 + 0™ Diy 577t = [(0"97,585 + o 5340 B8] 1 (Dinfrp)dt— (230)

en notant : 0% = o /Bfﬁj’, les composantes de o dans le repere de travail on obtient le
deuxieme terme de 'opérateur tangent :

(Dika*788 + 0™ Dy; Ber])dt = (061 + 0°°6] ) Deydt = T“”e D, sdt (231)

Le troisieme terme correspond a I'implication de la rotation sur le repere naturel. Ce
terme ne peut pas (a priori) s’exprimer sous une forme simple d’opérateur tangent similaire
deux premiers termes, car en fait il doit étre indépendant de la déformation! Cependant
plusieurs remarques peuvent-étre faites :
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— Le tenseur résultant est anti-symétrique. Dans le cadre du calcul d’un opérateur tan-
gent, pour lequel on ne souhaite garder que la partie symétrique, cette contribution
n’est donc pas a prendre en compte.

— Au final, 'objectif est le calcul de la variation de la contrainte par rapport aux degrés
de libertés dans la base de travail. L’influence du troisieme terme doit alors étre
intégré directement au niveau du calcul final et non en terme d’opérateur tangent
en fonction de la déformation, par exemple sous la forme :

ao.ab abe f abef a€6f ae eb
Sl = (T + Ty )addld ddl + (=0 Hep(gary + Hae(aano®)d ddl (232)
avec d'une part la notation abusive : de.s = eijvévj; = Dgdt qui représente la

variation de la déformation, exprimé dans le repére de travail (grandeur différente
de la variation de l'expression dans le repere de travail de la déformation!!). Et
d’autre part : Hoeqayd ddl = Wkﬂgfyfdt, et les composantes Hyeqqy devant étre
directement identifiées a partir du calcul de 'opérateur gradient de vitesse et de la
discrétisation retenue.
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Huitieme partie
Autres Potentiels utilisants
également les invariants (Ji, Jo, J3)
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10 Potentiel de HartSmith

Le potentiel est défini par I’expression suivante :
Ji(finale) ) Jo
Whart_smitn = Ch / exp|C3 (J1 — 3)°] dJy + Cy 509(3)
3

+ <K [1 - L\/%\/E)D (233)

ol les quatres coefficients matériaux sont C, Cs , C3 et K. Comme pour le potentiel de
Mooney-Rivlin, le potentiel de HartSmith est défini a partir des élongations, eux méme
calculées & partir du tenseur de Cauchy-Green droit :C = { G=g;; §Q §.

On observe que le potentiel est composé d'une partie relative au changement de forme
et une partie relative au changement de volume. Cette derniere peut-étre choisit parmi
les quatre cas proposés lors de la présentation du modele de Mooney-Rivlin (234)) :

- 1+in(vVI)] 1+ In(V)
e i s e (e o
Wvg - g (V — 1)
We = = (log(V))?
Woa g(v —1)? (234)

Toujours d’une maniere similaire au cas de Mooney-Rivlin (174)), il est également possible
d’adjoindre au potentiel une partie permettant de prendre en compte un raidissement a
partir d'une certaine élongation.

Ce raidissement est ainsi obtenue a 'aide du potentiel additionnel proposé par Moreau-
Rio-Thuillier selon :

1 J-3\" 1
Wcourbure = ﬁ <<J1 - 3) < a ) (27‘ T 1)> (235)

Le potentiel additionnel dépend de deux parametres : a qui positionne le départ de la
branche finale, et r qui pilote la courbure pour le passage sur la derniere branche.
On pourra se reporter au mémoire de these de Cécile Moreau, pour plus d’informations.

11 Extension a une forme polynomiale de potentiel,
fonction des invariants (Jy, Js, J3)

La forme polynomiale correspond a une généralisation de la forme de Mooney-Rivlin.
A partir des invariants (Jq, Jo, J3) (171)) introduits dans le cadre du potentiel Mooney-
Rivlin on définit une forme polynomiale de la partie déviatorique sous la forme :

T ﬂi:l (Cyy (Jy —3) (o —3)) + (K {1 - L\/%/E)D (236)
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ou les coefficients matériaux sont C;, et K. Comme pour le potentiel de Mooney-Rivlin,
le potentiel de HartSmith est défini a partir des élongations, eux méme calculées a partir
du tenseur de Cauchy-Green droit :C = | G=g;; §'® .

On observe que le potentiel, comme dans le cas de Mooney-Rivlin 3D, est composé d’une
partie relative au changement de forme et une partie relative au changement de volume. 11
est possible de changer la partie relative au changement de volume d’une maniere identique
au cas de la loi de Mooney-Rivlin, on s’y référera pour plus de détails .
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Neuvieme partie
Cas de potentiels utilisant les
invariants de HENCKY
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12 Cas de potentiels utilisant les invariants de HEN-
CKY

La mesure de HENCKY est intéressante pour les points suivants :

— la trace du tenseur de déformation est directement reliée a la seule variation de

volume : trace(e) = I, = In(V)

— compte tenu du point précédent, le déviateur des déformations est totalement découplé

de la variation de volume, il ne traduit que la variation de forme

— en traction-compression, il n’y a pas de limitation de la déformation comparée aux

cas des mesures de ALMANSI et GREEN-LAGRANGE, elle tend respectivement vers -
et 4 l'infinie.

Il est donc intéressant de pouvoir utiliser cette mesure pour définir un potentiel hy-
perélastique. Cependant le repere naturel de la mesure, dit repere logarithmique (ou en
rotation logarithmique), doit-étre utilisé pour effectuer la dérivation temporelle afin d’ob-
tenir la vitesse de déformation, c¢’est-a-dire la relation :

deij _ D,L-j

dt
n’est correcte que si les coordonnées du tenseur e;; sont exprimées dans le repere loga-
rithmique. Dans ce cas seulement on aura par identification :

i — 1 9@vg) (238)
V9 Oeyj
Or le calcul du repere est possible, mais difficile. En particulier au niveau numérique il
faut tenir compte de cas particuliers (voir these UBS de Vincent Mora : 2004).
Cependant dans le cas de potentiels isotropes, en fait seuls les invariants de la déformation
sont utiles, aussi 'idée est de suivre la démarche suivante.

(237)

1. Expression du potentiel en fonction de la déformation de HENCKY :

w=w(l,II,III,) (239)
2. calcul de la contrainte via les composantes de la déformation d’ALMANSI, €;; :
i 1 0(wy/9) 1 y I(w\/9) " dinvariants de e 5 dinvariants de €
o [ S A —
V9 Oeij V9 Oinvariants de e Oinvariants de ¢ Oe;j
(240)

Reste donc a exprimer la relation entre des deux types d’invariants : HENCKY et AL-
MANSI.

De plus dans le cas d'une résolution implicite classique d'un probleme d’équilibre par
éléments finis, il nous faudra également la variation des contraintes par rapport aux
déformations ce qui nécessitera la connaissance de la variation seconde des invariants
de HENCKY par rapport aux invariants d’ALMANSI.

D’une maniere pratique et parce que cela entraine des développements plus simples,
nous utiliserons les invariants du tenseur de CAUCHY-GREEN gauche B (cf. [9) & la place
des invariants du tenseur d’ ALMANSI. Par contre c¢’est bien les variations du potentiel par
rapport aux déformations d’ALMANSI qui seront calculées au final.

La suite du document propose une méthode de calcul de ces différentes grandeurs.
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12.1 Variation premiere entre les invariants de HENCKY et de
CAUCHY-GREEN gauche

On propose d’accéder aux invariants de HENCKY via ses valeurs propres. Le repere
principale de HENCKY est identique a celui d’ALMANSI. Dans ce repere nous avons la
relation :

1.
(As)
En fait pour faciliter les calculs nous utilisons comme grandeur intermédiaire la mesure
du tenseur de CAUCHY-GREEN gauche B = §G = ¢V g, ® g; (cf. } . Le repere
principal de B est également identique a celui de HENCKY et I'on a dans ce repere :

B = (\i)? (242)

qui constitue une relation plus simple que celle avec les composantes d’ALMANSI. Par la
suite nous utiliserons les relations entre les invariants de B et les composantes du tenseurs
d’ALMANSI déja déterminées au chapitre (9)).

A partir des relations ,

Ig = A2+ A2+ N2
IIg = N3+ M2+ N2 (243)
Illg = A2 302
nous calculons les différentielles totales par rapport aux A; :

d(Ig) A1 Ao A3 A\,

d(11p) = 2x [ MAS+A) AT+ A MM+ A5) dAs

d(111p) A1A3A2 A2\ A2 A2 23 dAs
= [ij/d/\i](d)\i) (244)

Concernant les invariants de la déformation de HENCKY, nous retenons le jeux : (I, I1,, I11,).
Dans le repere principal :

{e = 111()\1 )\2 )\3)
IIo= 1{In(M)? + (n(A))? + (In(As))?) (245)
I = 3[(In(A))* + (In(A2)* + (In(A3))°]

d’out les différentielles totales par rapport aux A; :

1 1 1
d(1,) AL X2 A3 dAi
d(I1,) | = | M kel DG d
d(IT1.) MmO [(2)? () d)s
A1 A2 A3
= [dI./d)\](dN) (246)

En inversant le premier systéme (en supposant que c’est possible) on peut écrire :
[dI./dIg) = [dI./dN)] [dIg/dN\] ™" (247)
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L’inversion du premier systeme, calculée via le logiciel de calcul formel ”yacas” s’écrit :

A(A3-23) M(M3-x3)  a2-az

A1 Ajo A13

[dig/dN]™ =05 x | BT 2() 3-x (248)
B ! ' Az A2z Az3
M) 2a(oA]) Az
Asy As2 Ass

avec

A = A5 — AT+ AT — AN+ ATA; — ALAS

Alg = AT = A3A2 + A3A5 — AIAT + ATAS — AT

Ay = (X3 = XAAZ £ X3MT — X3A0 A2 — 230

Agr = AgAT = AAZ AN — AT AT — A0

Agg = AIAZ = NIAZ 4+ ATA; — ATAS 4+ A003 — A2);

Ay = (A2 = MIA3 4+ A3NE — X2AE A2 - 2d)

Azp = AIAZ = AIAZ AN — AT+ A003 — A3Ng

Az = M3 — MAT + AT — A2\ + AT\ — TS

Az = (MAZ = AIAZ 4+ NI — AIAS + X2 — A2A3) )\ (249)

et C' le déterminant du systeme :
C = N3A3A3 — A0 A3 + N3N0 — AP A3 + A A0A3 — M ASAS (250)

L’expression n’est pertinente que si les trois valeurs propres sont distinctes. En
effet, outre le fait que dans ce cas le systeme est inversible, cela signifie qu’il y a trois
invariants distincts. Dans les autres cas : deux ou 3 valeurs propres identiques, il faudrait
faire un choix sur le nombre d’invariants indépendants a retenir. Or une restriction de ce
type n’est pas acceptable dans la pratique.

Par exemple, supposons que 1'on ait un tenseur sphérique, donc avec 3 valeurs propres
identiques. Cela signifie que le potentiel de dépendra que de la variation de volume.
Néanmoins il nous faut connaitre les variations premieres et surtout secondes du potentiel
par rapport aux invariants du déviateur de maniere a définir la raideur du matériau par
rapport au développement d’un cisaillement. Ceci ne sera pas possible si on se restreint
aux cas des tenseurs sphériques!

En résumé, si 2 ou 3 valeurs propres sont identiques, le déterminant du systeme est nul,
et le systeme n’est pas inversible. Cela traduit tout simplement que quelque soit le choix
d’invariants retenus, ils ne sont plus indépendants.

De maniere a pouvoir toujours calculer une sensibilité au changement de forme, nous
proposons alors de calculer la relation pour une déformation légerement différente,
comportant 3 valeurs propres distinctes.

Pour étre plus précis I'idée est de faire une approximation linéaire pres du point de
fonctionnement.
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Cas d’un tenseur sphérique : Prenons le cas d’un tenseur sphérique de valeur propre
A. On introduit trois perturbations arbitraires différentes 9; ce qui conduit aux trois nou-
velles valeurs propres : A = A\ (1 + §;) Les composantes de e modifiées sont alors :

[ In(\ (14 461)) 0 0
[¢'] = 0 In(A (14 45)) 0 (251)
i 0 0 In(A (14 93))
On considere également le tenseur associé e”
[ In(\ (1 —61)) 0 0
[e"] = 0 In(A (1 —95)) 0 (252)
i 0 0 In(A (1—93))

On peut noter que : e = 0.5(e’ + €”) ‘
Pour les deux tenseurs : € et €’ il est possible de calculer 'opérateur inverse : [dIg/d\;]™*
d’otu le calcul de I'approximation finale :

(dip/ax]) " (e) = 0.5 ([dip/ax) () + [dip/AN) (")) (253)
En tenant compte de cette expression :
(dl./dls] = 0.5 [dl./dX] ([din/aN] ™€) + [dln/aN] ()  (254)

Pour essayer d’appréhender I'impact de ce type d’approche, on utilise quelques ap-
plications numériques. On se place dans le cas d'un tenseur sphérique et on calcule
numériquement la matrice [dl,/dIg] pour un choix de valeur §;. On calcule ensuite la
valeur de la variation des invariants de B puis celle de e et on compare.

Premier exemple : A = 1.4+ 1. 1073 et 6\ = 0.0001 pour le calcul de 615

cas : 01 = 0.001, 95 = 0.002, 43 = 0.003 on obtient :

[dI./dIg)(015) = (0.2996624907¢ — 3,0.301008437826¢ — 6, 0.299363055883¢ — 9)
et pour (01.) calculées directement & partir de O\ :
(5j€) = (0.2997153e — 3,0.2845939887¢ — 6,0.2704848706e — 9)
Autre cas : A = 1.+ 1. 1072 et §A = 0.001
[dI./dI)(51) = (0.2965958769¢ — 2,0.291039651697¢ — 4, 0.293657000507¢ — 6)
et pour (81,) calculées directement & partir de o\ :
(5je) = (0.29717685¢ — 2,0.2809817859¢ — 4,0.2659123027¢ — 6)
Puis maintenant 6; = 0.01, d, = 0.02, d3 = 0.03

[d]. /dIg)(5]5) = (0.29727026227¢ — 2,0.295793747633¢ — 4,0.204324566709¢ — 6)
et pour (61,) calculées directement & partir de o\ :

((5fe) = (0.29717685¢ — 2,0.2809817859¢ — 4,0.2659123027¢ — 6)
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Remarque : De maniere pratique, le terme le plus important est la trace c’est-a-dire
le premier terme, les deux autres termes servent pour le calcul de la partie déviatoire qui
n’est pas prise en compte pour la contrainte dans le cas des potentiels AMF. On remarque
que c’est le terme le mieux par la formule proposée.

Cas d’un tenseur avec deux valeurs propres identiques : Prenons le cas d'un
tenseur de valeur propres A1, Aa, A2. On introduit deux perturbations arbitraires différentes
do ce qui conduit aux trois nouvelles valeurs propres : A;, Ay (1 + 01), A2 (1 + 3) Les
composantes de e modifiées sont alors :

[ In(\;) 0 0
€] = 0 In(Az (1+41)) 0 (255)
| 0 0 111()\2 (1 + 62))
On considere également le tenseur associé e”
I 111()\1) 0 0
"] = 0 In(A; (1 —01)) 0 (256)
0 0 h’l(}\g (1 — (52))

Comme pour le cas du tenseur sphérique, on peut noter que : e = 0.5(e’ + €")
Pour les deux tenseurs : € et €”, il est possible de calculer 'opérateur inverse : [dIz/d\;]~*
d’ott le calcul de 'approximation finale :

(dip/ax] " (e) = 0.5 (dip/ax) () + [dip/AN) (")) (257)
En tenant compte de cette expression :

(Al /i) = 05 [d./ax] ([ds/ax]™(€) + [dis/dA] (")) (258)

Applications numériques On choisit : \; = 1., §A\; = —0.000001 pour la vérification,
Ao = A3 = 2., 0y = 0.001 et dA3 = 0.002 pour le calcul de I'opérateur tangent et
0y = —0.015 pour la vérification On obtient alors :

[dI./dI](615) = (0.1489770648¢ — 1,0.1031964503¢ — 1,0.7153032859¢ — 2)
et pour (61,) calculées directement & partir de o\ :

((5fe) = (0.15066533e — 1,0.1037971855¢ — 1,0.7155673057¢ — 2)

Ici toutes les grandeurs sont bien approchées et d'un ordre de grandeur comparable.
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12.2 Variation seconde entre les invariants de HENCKY et de
CAUCHY-GREEN gauche

On se place tout d’abord dans le cas ou les trois valeurs propres sont distinctes. On
part de I'expression ([247)) :

[dI./dIg] = [dI./dN;)] [dIg/d\] ™! (259)

dont on cherche la variation seconde :

. - e - 91
oi. | _ [ e ] o] [on] o [ois] | o,
oILolg| ONON; | | O\ O\ | ON; | O\ ol
L 2i ] fais| T [oi] o [ois] | [oin]
e B e B B
_ 9 2
o | lan | Tlan| o | o [aAj (260)

I et I décrivant chacun les trois invariants de B donnés par ([243).

N c e N . [ 527
Par rapport a la variation premiere, deux nouveaux termes apparaissent : 83 éf\} et
[ OAi0A;

0 |olp -
;| o

Le premier terme se calcule directement a partir de (246]) :

1 1 1
[a% ] 0| ety ol
OMON | O | O i mmOw)?
)\1 A2 A3
K )2 00
—u 7

Dans le cas de la variation par rapport a la deuxieme valeur propre \,, on obtient
le méme type de relation avec seulement la seconde colonne non nulle, et idem pour la
troisieme valeur propre. Il est donc possible de stocker les trois dérivées dans une méme
matrice.

-1
Le second terme a% ?91)\3} peut se calculer de plusieurs manieres. La dérivations

directe de I'expression (24
le fait que 'on ait :

8]) est une premiere possibilité. Une autre solution est d'utiliser

. . -1
0l olg|
M] x [ mi] = [1d] (262)
d’ou : i . .
0 |0Ip 0lg 0lp o |oIs|
67[@\] E)_Ai] +[axi]XaAj [m,l =Y .
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ce qui conduit a :

.11 a1 ‘ o
0 0[3 . 813 0 aIB a]B ‘ -
8_)\j [8&] - [8/\,1 Xa—)\j [a)\i] X [8/\2-] ;7 =1.3 (264)

. -1 .
Dans cette expression, [%L)f] est déja connue, il nous reste a calculer aiAj [%B] .
(a7 ] [ 1 0 0 1
I
a% g/\B = 2X ()\% + /\g) 2 )\2.)\1 2 )\3.)\1
N e A2.\2 2 A A0 A2 2 A2 ]
C a7 ] 0 1 0 1
I
a% g;‘ = 2x | 2XA (A2Z4A2) 2 Mg
2 L5 | 2 A1 A2 A2 YT 2 A2\ )3 ]
(7 [ 0 0 1 i
I
% gf = 2x | 2N 2X23 (A24+0)) (265)
3L | 2 AL A2 A3 2 A2\ YT

Dans le cas ou I’'on a deux ou trois valeurs propres identiques, cela n’intervient pas dans
le calcul des expressions précédentes (265)). Par contre cela intervient dans le calcul de

i
Remarque Il est également possible de dériver de maniere formelle ’expression ,
comme cela a été dit plus haut. En comptant les opérations d’élévation a la puissance "n”
comme ayant un temps d’exécution sensiblement égales a ”"n” multiplications, on obtient
pour le premier terme de la matrice de 'ordre de 20 fois plus d’opérations */ que dans
la méthode proposée (méthode proposée : 18 * et 18 +, contre 13 + et 143 * pour la

dérivation directe)

.91
[%] , mais ceci a déja été vu dans la section précédente (|12.1]).

Validation numériques On effectue quelques validations numériques.

2 0 0
2(a2+a2) 2a2a; 2a32ay
2a3a3  4ajasai 4ayaias
2. 0 0
2. (a3 +a3) 4daga;  dazy
2.a3a’ 4.a1aa3 4d.aya3as
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Dixieme partie

Annexes
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13 Premiere présentation des potentiels dédiés aux
alliages & mémoire de forme (AMF)

Dans le cas des AMF, Denis Favier a proposé une forme de potentiel original incluant
ou non une dépendance a la phase. Nous allons tout d’abord développer les relations
relatives a ces deux potentiels puis nous nous intéresserons au potentiel développé par
Laurent Orgéas, qui permet en autre de mieux prendre en compte la transition entre
tres faibles déformations et moyennes déformations. Enfin nous présenterons un cas de
potentiel uniquement dédié a la variation volumique relative.

13.1 Potentiel 1, indépendant de la phase

Expression originale :

e (S0 (0 (352 o) e

avec pour notation : Q. = /2I 1, sachant que les parametres de la loi sont : K, Qoy, fir, floo-

La transcription utilisant les invariants retenus dans ce travail est immédiate.

T STV (Klng(V) n g?jrlog (ch (2“7"@— Vﬂjf)) + MOOQI_]€> (267)
r Or

Au niveau de I’application numérique, I’expression peut également s’exprimer uniquement
avec les fonctions exponentielles et logarithmique, ce qui peut accélérer les calculs.

Kin? o [ 21/ 211 /21T -
w\/gz\/%v In (V)+Q0r o e—ln<2)+ln<1+€ 4Q07.211) +2,uoo]]€
6 Q,ur QOT‘
(268)

13.1.1 Calcul des variations premieres et secondes du potentiel

A partir de la forme précédente du potentiel (274]), on obtient pour les dérivées premieres :

owys) _

ol.
0(w\/9) Q| —an? 1
NI - g V| 2| —— | + 2/
_ 2 _ Appy/21Tz
a[[e Hor ]leQOr (1 +e Qor )

2,ur QOr

) Kin? 2 [ 2u./211¢ —duir /20T -
((g‘\/{g) _ \/% << ln6(V) + QO’I" ( Hor € ln(2) + l’fl (1 +e Qor )) =+ 2,[LOOII€> +

et pour les dérivées secondes :
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0% (wv/9)

o,

Pleyva) _

01.011;

Plevi) _

010V

2 dpr/200e
80(51\1/6@ = V5o V2p, ! ¢

—— +
_ dpr/201¢ /201 2
I]? (1 +e 3o ) /_[_[5<1 N ezw Q”Oilf)

0*(w+/9g 2 [ —4p,? 1
NN 1 (R
o110V 20 | TTQo, ( 4pur/271¢ >

+ 200
1+e @Qor

*(w/9) VIR vy 1) (270)

92V 3V

13.2 Potentiel 1, dépendant de la phase

Ce potentiel correspond a une modification du potentiel précédent. Les parametres Q.
et p, permettent d’agir sur l'influence de ()., dans la seconde partie du potentiel original
(?77?), ils agissent comme des seuils. L’idée ici (cf. denis) est de les rendre dépendant de la

phase.
Qoi _ Hi
n et Hr = n
(1+ ~ycos(3¢)) (1+~ycos(3¢))
Cette nouvelle forme induit deux nouveaux parametres ce qui conduit a 6 le nombre

de parametres a identifier : K, Qo;, Wi, Moo, 7V, M. L’angle ¢ est mesuré dans le plan
déviatoire. Il est possible de I’exprimer par rapport aux invariants :

QOT‘ =

(271)

111, III,
cos(3p) = 3\/6—3 =33

—c (272)
Q- 2(11,)*”
Sachant que :
- 1 1—2I. II. _ .2 11
Il = — LR ) ) (NS p— 273
812 + 8 5 T * 3 54 (273)

On remarque également que chaque rapport des coefficients dépendants de la phase, se
simplifi : % = % d’out la forme du potentiel :

—4ni\/201e —
(2) +In (1 +e Qo ) + 2u0l 1z

(274)

Klin? o 2uin/ 211
w\/§: \/%V ( TL6(V) + Q(;TUJQOZ ( MZQ e In
i 0

83



13.2.1 Calcul des variations premieres et secondes du potentiel

Au vu des expressions précédentes, il est préférable tout d’abord de calculer les varia-
tions des coefficients dépendant de la phase.

deos(3p)  3V3 Ol 3V3 (-1 Ly e 1 12
oI, o 2(1—15)3/2 or. 2<[—[€)3/2 A é 3 18
dcos(3p) _9\/§Iflg 3V3 1 LT )
oll: —  y(I1)** 201\ 2 °°
dcos(3p) 33 OIll.  3V3 (275)
oV oI1)¥* OV 8(I1.)MPve
d’ou
— . _ B 2
0Qor 3\/§nQ0§7_ 3/2<_1+H€+2_1€_111;>
ol 2 (1 4 yeos(3p))" ™ (I17) 4 3 18
0Qor o —n QoY —9\/§Ij15 n 3\/§ <_1 n )
oIl (1+vcos(3)" ™ \ a1 21)** \ 2 °
0Qor —3V3n Qloﬂ_ - (276)
vV 8 (1 4 ycos(3p))" T (I1.)*V3

et pour les dérivées secondes :

84



82<Q0r)
021,

0*(Qor)

OI.0I1,

0*(Qoy)

010V

0*(Qor)
0211,

0*(Qoy)

oI1.0V

82 (QOT)
02V

27 (n + 1 2 1 oL 1112\’
(n )ngg’ﬂ 3(_+I.[g+__ )
4 (1 + ~ycos(3yp)) (I11) 4 3 18
—3v3 n QoY 2 11 L

3/2

(1+ ’ycos(&p))mrl 2(11;) 39

3v3 n(n+1) Qo> —-1 2L, 11 I.*\ Ocos(3yp)
o ee\ g T Ile+ o 3
2 (1 +~cos(3¢))" ™ (I1) 4 3 18 oIl
. _ B 2
Winu (g 2 )
4 (14 yeos(3p))" ™ (11¢) 4 3 18
B 3v3 n Quiy
2 (1 4 vyeos(3p))"H! (I_[g)?’/2
27 n(n+1) Qu? -1 - 20 1117
n(n ) Qonz2 — (_ T+ 2 )
16 V3 (1 + vycos(3p))"™ (I1:)° \ 4 3 18

n(n+1) Quy? [ —9V3III; 3v/3 1 dcos(3p)
(1 + ycos(3p))" "\ 4(11,)"* i 2(11,)*"” (_5 ])> orr,
—n Qosy 45VBITI.  9V3 1

(1 +ycos(3))" ™ \ 8(11)"*  4(I1.)"” (_5 ! [>)

n(n+1) Quy* [ 9V3III, 3v3 (_1 +]>) —3\/5
(1 + yeos(3p))" 2(1_15)5/2 2([_Ig)3/2 2 16(1_15)3/2‘/3

27n(n + 1) Qo> 9v3n Qoiy

64 (1 + yeos(3p)) " (I11c)*/2V ’ (1+cos(3¢))" " 8(1Te)* V4

(277)

Les expressions pour u, sont identiques au coefficient ()y; pres, que 'on doit remplacer

par fi;.
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A partir des expressions précédentes , on obtient les dérivées premieres du potentiel.

I(w\/9) Qoi [ 2pi\/211; —4us/20Te 0Qor
ST = e VR [ i)+ (1 o
oI, 20 Qoi @) +in{lte o oI,
I(w\/9) QorQoi | —4u;? 1
3 = V9o 4 - 2 Ay /20T + Z’uoo
a]_[g 2/~’L’L [IEQO’i (1 + e P%QO'L € )

Qoi [ 2uiv/211; —4usV/20Te 0Qor
V — —In(2 [ 1 Goi
+/90 2 o n2)+in{1l+e 1T

%

6 24 Qor

Qoi [ 2miV/211¢ ( —4uy ) 0Qor
+ V —— —In2)+Iin|l1+e bor
Vo 20 < Qoi 2) ov

(3

et pour les dérivées secondes :
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21 Qoi

~—~
Q
~
SN—
(S

0*(w/g i [ 200/ 211 —an 20\ 07 Qo
E?Q—I\{_) = \/%VQ—()(M——ln(Q)—i-ln(l—i—e Qoi )) o

0*(wy/g) QO@ 2/ 211 —4ni V21T 9*Qor
— =/ V —  _In2)+In|1 Qoi =
D111, 9 Qo n(2)+ n( e ) D111
—dp/211¢
—2u;V/2 ‘UT
pQoi [ _mv2 i " 0y

Voo V = P
2 | Qu/1T1. (He—*‘gg g”) Il

82(00\/5) Qoi [ 2mi/211¢ —Aui V21T 9*Qor
— = 1% - —In(2)+In|1 Qo:
OLOV Voo s\ T 0. n(2)+in ( e ) oLV
Qoi [ 2mi/211¢ —4i V21T 0Qor
——— —In(2)+In (1 Qoi
V0o 5 Z Qo n2)+in{l+e @ oI
4yi\/217[g
82(w\/§) Vv 290 V,uz QOT + 2\/§Q07~,Ui6 Qoi
277- - ) _ dpr\/201¢ i /32 2
0 II€ QDZ II? <1 + e Qor ) ( )S/QQOZ (1 " 64 o T )
Qoi —4Mz'2 1 0Qoy
+\/g() Vv = 5 - Z
. _ . Hi € _
i | T1:Qo; (1+64Q \/OQH) oIl
Qoi  2piv211¢ 211, —dni V211 *Qoy
Vv —1 in{1 Qoi — 2’
Voo V3 o e n2)+in|l+e 9 RITAE (
—dp/211¢
23 T
VT VQOi 1iV/2 n Qon/flge ’ 0Qor
0 I —4p;/211g [ 7
21| Qo 1T (1 g e ) oIl
82<W\/§) QorQoi | —4ps® 1
A r avs \/.% = 2 = + 2,“00
_ 2 . _ X dpi/211g
8[[68‘/ Hi -[IEQOZ (1 + e Qo >
Qoi —4Hz‘2 1 0Qor
Vv 90 V = D) N
20 | 11:Qq; (1 i 674 szOiHe) Vv
QOi 2,LLZ 2]715 —4p/20Te 8Q0r
— — —n2)+In|1 Qoi 2
+v/ o O n2)+In{l+e o o11. (
Qui [ 2p1i/211e 211, —du;\/20T¢ 9*Qoy
V90 V —1 In(1 Qo; _ 2
" U Qu ni Jrin(lre OIT.0V (
8

H? . T —4pi\/21Te
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14 Présentation du potentiel développé par Laurent

Orgéas : calculs effectués par Laurent

14.0.1 Exemple : potentiel w,

Wy

Ce potentiel a EtE proposE par Laurent OrgEas :

avec

KT'G'U
T IHQ(V) + Qo—rav Qe + ,UQTEUQ?

Hirev

2 |: Qe (QE - QQEC) (Qe + Qec) (alrev (QE + QEC)Q) v + QEC (Ogrev + Qgc)
(1“ (Q DT (0 + Q@+ Q) >”2) - (Q (0 e0 + @zj”)ﬂ

1 1

1/2

e | (Q-2 (@, +ada)”)
e (10 (L% O+ Q= @) ) i (2 (0 02,0 )
(Q Qﬁrev) (a3rev (QE - Qﬁrev>2)1/2 + erev (agrev + erw)l/2i| (283>
Q _ (,ulrevalrev)2 - imv (284)
“ 2,ulreramv

Les parametres de la loi sont : Kreva QO’rev’ Hirevs HM2revy [M3revs lrevs (3rev et Qerw' Les
dérivées premieres non nulles de w s’écrivent :

Qg Ow
ov IV
8w4

= Qarev + 2,”27“61)@6

+ﬂ1rev <Q6 + Qsc - (alrev (Qe + Qec) )1/2>
+,U3rev (Qe - ( zrev + @greu)l/z + ((QE - QGTE’U)Z + a%r@v)l/z) (285)

Qe

Les dérivées secondes non nulles s’écrivent quant a elles sous la forme :

Pwy 0wy
ov: V2
82w4 -

aQE - M?rev

_'_,ulrev <1 - (Qe + Qec) (a?rev + (QE + Q€C>2>71/2)
e (14 Qe = Qe (0 + Q= Q) ) (286)
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14.0.2 Exemple : potentiel wg

Ce potentiel correspond a une modification du potentiel wy. Ainsi, wg est obtenu en
faisant varier les parametres Q,,.,, Qe,.., Horev €t H3rer de wy avec la la phase . :

0. - Qe
Orev (1 + fVQarev COS(SQOe)) "Qorey
0 Qe
T (1., cos(3p)) e
_ Ho2rev
Hore T L A, cos(30) )7
Harew = Hosrey (287)

(1 _'_ 7“37‘6’0 COS(Sgpe))n/"?ﬂ‘e’U

Pour calculer les dérivées de wg, on forme d’abord :

Puis :

8w6

OQec

&uﬁ

aQUrev

5’w6

Qe

8w6

a,“Zrev
8w6

a,u?)rev

aQec - _( irev + (Nlrev alrev)z)

aQUTE’U 2/’[’1TCUQ(%'T€U

azQec _ leeva%rev (288)
anT‘EU QgT‘E’U

Mirev (Qe - (O‘%rev + (Qe + Qec)2)1/2 + (a%rev + ch) 1/2)

s DQ..
©t 500G,

H3rev |: - QEQe (agrev + Qz)

—-1/2

1/2

(agrev + (QG - QE)Q) + (Oégrev + Qg)1/2 1

Q2
1

3| a(e2@a)”)

oo (i (g (et @ = @) ™) - (G e+ 00)7) )

3rev 3rev

1/2

(QE - QE) (agrev + (QG - Q€)2) + Qe (agrev + Qz>1/2 :| (289)
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Puis :

82w6
aQea,UBrev
Et enfin :

Owg
Q.
0w
0Q0Qcc
0%wg
0Q:0Q,,.,
0%wg
0Q0Q.
0%wg
QO p2rey
82w6

8@6 a,u?)rev

,ulrev (Qec (a%rev + ch)_1/2 - (Qe + Qec) (ai"ev + (QE + QeC)Q)_1/2)
82w6 anc 8(v‘-76 82Qec
0Q% 0Qs,., Qe 0Q7,

P QQ (0, + Q)

—-1/2

H3rev |: - Qe (agrev + Qg)

(Qc — Qe) (03ey + (Qe — Q0)?)

1 8w6
H3rev aQe

Qe @) ]

(290)

8(,{}4

Qe

Hirev <1 - (QG + Qec) (a%rev + (QE + Qec)2)71/2>

82w6 aQec
0Q0Qcc 0Qs,.,

H3rev (_Qe (Qg + agrev)_l/Q + (QE - Qe) ((QE - Qe)2 -+ Olgrev)_lﬂ)

1+

2Q.
1/2
= (Qe - (Qg + Oé%re’u)l/2 + ((Qe - Q€)2 + agrev) ) (291>
Ainsi, les dérivées premieres non nulles de wg sont alors :
e
ov. oV
8&)6 . (%)4
Q.  9Q.
(90‘.)6 N 8w6 8Qo're,u 80.)6 8Qam
Ocos(3p.)  0Q,,., Dcos(3p.)  9Q. D cos(3p.)
a(")6 a,u2rev a(")6 a,u3rev
292
+ Optarer O €O8(3¢pc) * Optgren O €O8(3¢¢) (292)
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Les dérivées secondes non nulles de wg s’écrivent quant a elles sous la forme :

Pwg 0w
ov: — 9v?
Pwg  wy
Q2 9Q?
Pws  Pwe [ Qo \, Ows Q.
dcos?(3p)  0Q2 (6008(3%)) * 0Q,,., 0cos?(3p.)

N 2w Q. \’ | O Q.
9Q?2 \ 9 cos(3p.) Q. 0 cos?(3e)
8w6 82,U2rev

Optarer 0 cos?(3p)
Owg 32M3reu
+ Optzren O cOs%(3p)
D?ws _ Dws Q... N 0?ws 2Q.
0Q.0 cos(3p,) 0Q.0Q,,., 0cos(3p:)  0Q.0Q. O cos(3p,)
4 D*we Otarew I *we Oltzreu (293)

8Qeaﬂ2rev 9, COS(3(70€) 8Qea,u3rev 0 COS(SSOE)

les dérivées premieres et secondes de Q,,.,, Qe, H2revs €6 farer PAr Tapport ? cos(3¢p,) étant
calculées selon des expressions similaires 7 ((125]) et (126]).

Valeurs des parametres utilisés pour le NiTi Mémométal ? 60 7C : 1- Loi purement réversible
(revue Euro EF)

k = 270000M Pa
Pirew = 28000M Pa

a1rer = 0.003
Qzrey = 0.003
Qoorey, = 366M Pa
Vapes = 09

Ng,., = 0.1

Qeorey, = 0.074
Ve = 05

Neo, = 0.2

Jozres = 200M Pa
Vugrew = 0

Npgre, = 1

Mosres = 10000M Pa
Vpsres = 0

Mo, = 1 (204)
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2- Loi avec hystérésis (these)

k

Hirev
Qrey
Q3rey

QUDrev
,yQUrev

no'rev

QGDTEU

Ho2rev
Vuzreo
Ny
H03rev
Vusrew
Mgy

Qo'Ohys

Hohys

270000M Pa

19000M Pa
0.003

0.003

200M Pa
0.72

0.2

0.074

0.5

0.2

300M Pa

0

1
10000M Pa
0

1

198 M Pa
12500M Pa
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15 Eléments particuliers de calcul tensoriel
Produit une fois contracté : on contracte les vecteurs les plus proches ex :
A.B = (AG,®g,).(B"G, ® g) = A7 B¥ g, G, ® gy = A" B! G ® g, (296)

Produits tensoriels On introduit trois notations particulieres a partir de deux ten-
seurs du premier ordre A et B :

T = A®B = (479, ® §;)@(B"gr ® ) = (A*.B")3i ® §; ® g @ Gy (297)

T = AgB = (47§, ® §;)0(B" g © g) = (A" BMgi@ i@ o a  (298)

T' = A& B=1/4(A"B"'+ A* B + A" B* + AV BMg 20020  (299)

Dans le cas ou les tenseurs A et B sont symétriques et qu’on cherche a obtenir un
opérateur qui conduise a un résultat intrinsequement symétrique par rapport aux deux
premiers indices et par rapport aux deux derniers indices, par exemple dans le cas (qui
nous intéresse ici) ou on cherche a calculer un opérateur tangent, i.e a déterminer un
tenseur du quatrieme ordre T qui sera “a priori” utilisé en double contraction avec un
tenseur du quatrieme ordre symétrique pour les deux premiers indices et les deux derniers
(construit a partir du produit tensoriel d’'un incrément de déplacement ou de vitesse ou de
vitesse virtuelle avec un second tenseur du méme type). Dans tous les cas, le fait de cette
contraction, supprimera tous les termes n’ayant pas la symétrie de base. Ainsi soient par
exemple E et F'| symétriques du second ordre et Z = E ® F du quatrieme ordre étant
donc par construction symétrique par rapport aux deux premiers indices et par rapport
aux deux derniers indices. On a la relation importante suivante :

T:Z=T:Z=T':Z (300)

*
Donc 'opérateur ® agit comme filtrant les parties non symétriques qui de toute maniere,
disparaissent dans I’expression finale. Ainsi d'une maniere pratique, au niveau de I'implémentation
*

informatique, on utilisera “pour 'opérateur tangent” l'opérateur @ a la place de 'opérateur
® et de ®, bien que ces opérateurs soient différents intrinsequement.

On remarque donc que le tenseur T, de part sa construction, est symétrique par rapport
aux deux premiers indices et par rapport aux deux derniers indices : T"Wk = "kl —
Ttk — ik 1] a donc 36 composantes différentes d’oti la possibilité d’avoir un stockage
plus compacte que tenseur général du 4°°™¢ représenté par 81 coefficients.
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16 Remarques concernant l’identification de poten-
tiels
Il s’agit ici d’une premiere rédaction!!

Supposons que 1’on souhaite identifier un potentiel du type de celui proposé par Denis
Favier [6.5.1] On rappelle son expression :

Krev 2 2 rev«e
W3 = T an(V) —|— # 111 (COSh (/g—@)> + NQTer62
1rev Orev
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